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ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ


Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2004-5) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ #4

Λύσεις
ΘΕΜΑ 1

Θεωρούμε το σύνθετο πείραμα (Χ, Υ, Ζ), όπου κάθε μία από τις τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ έχει δύο δυνατά αποτελέσματα, η δε Ζ έχει τέσσερα δυνατά αποτελέσματα. Οι συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, yj, zk) του σύνθετου τυχαίου πειράματος (Χ, Υ, Z) είναι οι ακόλουθες:

(Χ, Υ)
(1,1)
(1,2)
(2, 1)
(2,2)

Ζ





1
1/8
1/16
1/32
1/32

2
1/16
1/8
1/32
1/32

3
1/16
1/16
1/16
1/16

4
1/4
0
0
0

Ζητείται να υπολογίσετε

1. Τη συνδυασμένη ποσότητα πληροφορίας Η(Χ, Υ, Z),
2. Τις μέσες ποσότητες πληροφορίας Η(Χ), Η(Υ), Η(Ζ) και Η(Χ,Υ),

3. Τις υπό συνθήκη ποσότητες πληροφορίας Η(Χ/Υ), H(Z/(X,Y)) και Η(Z/Υ) και 

4. Την αμοιβαία ποσότητα πληροφορίας Ι(Χ;Υ), Ι((X,Y);Z) και Ι(Y; Z).

Λύση

Από τις συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, yj, zk) μπορούμε να υπολογίσουμε τις ακραίες πιθανότητες p(xi), p(yj) και p(yj), τις υπό συνθήκη πιθανότητες p(xi/yj), p(zk/xi), p(zk/(xi,yj)) καθώς και τις συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, yj) και p(yj,zk). Επεκτείνοντας τις σχέσεις της σελίδας 24 του βιβλίου λαμβάνουμε
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. Επίσης, οι συνδυασμένες p(xi, yj) και p(yj,zk) κατά ανάλογο τρόπο: 
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. Έτσι, η συνάρτηση πιθανότητας μάζας για την Χ είναι (3/4, 1/4), της Y είναι (5/8, 3/8) και της Z είναι (¼ , ¼, ¼, ¼). Επίσης, οι συνδυασμένες συναρτήσεις πιθανότητας μάζας των (X, Y) και (Y, Z) είναι (1/2, ¼, 1/8, 1/8 ) και (5/32, 3/32, 4/32, 8/32, 3/32, 5/32, 4/32, 0), αντίστοιχα. 

Και τώρα στις απαντήσεις των ερωτημάτων.

1. Για τον υπολογισμό της συνδυασμένης ποσότητας πληροφορίας Η(Χ, Υ, Z) δείτε το σχετικό τύπο στη σελίδα 34 του βιβλίου:
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2. Για τον υπολογισμό των ακραίων ποσοτήτων πληροφορίας δείτε τον τύπο της σελίδας 28 του βιβλίου:
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3. Για τον υπολογισμό των υπό συνθήκη (ή δεσμευμένων) ποσοτήτων πληροφορίας χρησιμοποιούμε τις σχέσεις της σελίδας 36 του βιβλίου. Προηγουμένως υπολογίζουμε τις υπό συνθήκη από τις συνδυασμένες και τις ακραίες πιθανότητες. Είναι  
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. 
Επομένως, p(x1/y1)=(1/2)/(5/8)=4/5, p(x1/y2)=2/3, p(x2/y1)=1/5 και p(x2/y2)=1/3. 

Αντίστοιχα, 

p(z1/(x1, y1))=(1/8)/(1/2)=1/4, p(z2/(x1, y1))=(1/16)/(1/2)=1/8, p(z3/(x1, y1))=(1/16)/(1/2)=1/8, p(z4/(x1, y1))=(1/4)/(1/2)=1/2,

p(z1/(x1, y2))=(1/16)/(1/4)=1/4, p(z2/(x1, y2))=(1/8)/(1/4)=1/2, p(z3/(x1, y2))=(1/16)/(1/4)=1/4, p(z4/(x1, y2))=0/(1/2)=0,

p(z1/(x2, y1))=(1/32)/(1/8)=1/4, p(z2/(x2, y1))=(1/32)/(1/8)=1/4, p(z3/(x2, y1))=(1/16)/(1/8)=1/2, p(z4/(x2, y1))=(0)/(1/8)=0 και
p(z1/(x2, y2))=(1/32)/(1/8)=1/4, p(z2/(x2, y2))=(1/32)/(1/8)=1/4, p(z3/(x2, y2))=(1/16)/(1/8)=1/2, p(z4/(x2, y2))=(0)/(1/2)=0.,

Επίσης,

p(z1/y1)=(5/32)/(5/8)=1/4, p(z2/y1)=(3/32)/(5/8)=3/20, p(z3/y1)=(4/32)/(5/8)=1/5, p(z4/y1)=(8/32)/(5/8)=8/20, p(z1/y2)=(3/32)/(3/8)=1/4, p(z2/y2)=(5/32)/(3/8)=5/12, p(z3/y2)=(4/32)/(3/8)=4/12, p(z4/y2)=0, p(x1/y4)=(1/4)/(1/4)=1, p(x2/y4)=0, p(x3/y4)=0 και p(x4/y4)=0.
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4. Από τις σχέσεις του πίνακα 1.1 (σελίδα 40 του βιβλίου) υπολογίζουμε τη συνδυασμένη ποσότητα πληροφορίας.

Ι(Χ; Υ)= Η(X)-Η(Χ/Υ)=H(X)+H(Y)-H(X,Y)=0,811-0,7955 = 0,015bits,

Ι(Υ;Ζ)= Η(Ζ)-Η(Ζ/Υ)=2-1,77 = 0,23bits, Ι((X,Y);Z)=H(Z)-H(Z/(X,Y))=2-1,625 =0,375 bits
ΘΕΜΑ 2

Μια πηγή πληροφορίας παράγει σύμβολα, τα οποία ανήκουν στο αλφάβητο S={α, β, γ, δ, ε, ζ, η }. Οι πιθανότητες των συμβόλων αυτών είναι 1/32, 1/16, 1/8, 1/8, 1/8, 1/2 και 1/32, αντίστοιχα. Θεωρώντας την πηγή χωρίς μνήμη, ζητείται να προσδιορίσετε ή να υπολογίσετε

1. Το σύμβολο της πηγής με το πιο χαμηλό πληροφορικό περιεχόμενο.

2. Τα σύμβολα της πηγής με το πιο υψηλό πληροφορικό περιεχόμενο.

3. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των συμβόλων της πηγής,

4. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από δύο σύμβολα.

5. Τον πλεονασμό της πηγής, και,

6. Το μέσο ρυθμό πληροφορίας της πηγής για ρυθμό 12500 συμβόλων /sec.

Λύση

Το πληροφορικό περιεχόμενο ενός συμβόλου ‘χ’ δίνεται από τον αρνητικό λογάριθμο της  πιθανότητας παραγωγής του (δείτε σελ. 28 του βιβλίου).

1. Επομένως,  το σύμβολο με την πιο υψηλή πιθανότητα παραγωγής έχει το πιο χαμηλό πληροφορικό περιεχόμενο. Στην προκειμένη περίπτωση, για το σύμβολο ‘ζ’  έχουμε H(ζ)=-log(1/2)=1 bits. 

2. Το σύμβολο με την πιο μικρή πιθανότητα παραγωγής έχει το πιο υψηλό πληροφορικό περιεχόμενο. Στην προκειμένη περίπτωση, τα σύμβολα ‘α’ και ‘η’ έχουν την πιο χαμηλή πιθανότητα παραγωγής, η οποία είναι ίση με 1/32, δηλαδή H(α)=Η(η)=-log(1/32)=5 bits. 
3. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των συμβόλων της πηγής υπολογίζεται με τη βοήθεια της σχέσης (2.1) (σελίδα 48 του βιβλίου)
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4. Για τον υπολογισμό του μέσου πληροφορικού περιεχομένου των μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από 2 σύμβολα, αφού η πηγή είναι χωρίς μνήμη, αρκεί να πολλαπλασιάσουμε τη μέση ποσότητα πληροφορίας συμβόλων με το πλήθος των συμβόλων από τα οποία αποτελούνται τα μηνύματα. Δηλαδή, H(M)=2 Η(S)=4,375 bits.

5. red=1-H(S)/maxH(S)=1-H(S)/log7=1-(2,1875/2,8)=1-0,781=0,2186.
6. R=rH(S)=12500x(2,1875)=27343,75 bits/sec.
ΘΕΜΑ 3

Ζητείται να εξεταστεί αν οι ακόλουθοι κώδικες είναι μη ιδιάζοντες, μοναδικά αποκωδικοποιήσιμοι και άμεσοι:

1. {0, 10, 11, 01},

2. {00, 10, 01, 11},

3. {0, 1, 10, 01},

4. {11, 10, 110, 1110},
5. {0, 10, 110, 1110},
6. {11, 00, 10, 100, 110},

7. {110, 11, 10},

8. {1, 10, 01}.

Απάντηση

Όλοι οι κώδικες είναι μη ιδιάζοντες, αφού οι κωδικές τους λέξεις είναι διαφορετικές. Σχετικά με τις άλλες δύο ιδιότητες ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Ο κώδικας αυτός δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού η ακολουθία 100110 μπορεί να προέλθει είτε από τη 2η κωδική λέξη ακολουθούμενη από την 4η και πάλι τη 2η είτε από τη 2η ακολουθούμενη από την 1η, την 3η και πάλι την 1η κ.λπ. Αφού ο κώδικας δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, δεν μπορεί να είναι άμεσος.

2. Ο κώδικας αυτός είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού όλες οι ακολουθίες κωδικών λέξεων είναι διαφορετικές (επειδή όλες οι κωδικές λέξεις έχουν το ίδιο μήκος και είναι διαφορετικές μεταξύ τους). Επίσης, ο κώδικας είναι άμεσος, αφού ο παραλήπτης μόλις λάβει δύο δυαδικά ψηφία τα αποκωδικοποιεί.

3. Ο κώδικας αυτός δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού, για παράδειγμα, η ακολουθία 10 είναι η 2η και η 1η κωδική λέξη ή μόνο η 3η κωδική λέξη.

4. Ο κώδικας αυτός δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού, για παράδειγμα, η ακολουθία 1110 είναι η 1η και η 2η κωδική λέξη ή μόνο η 4η κωδική λέξη.

5. Ο κώδικας αυτός είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού όλες οι δυνατές ακολουθίες κωδικών λέξεων είναι διαφορετικές. Επίσης, ο κώδικας είναι άμεσος, αφού κάθε κωδική λέξη τελειώνει με το κωδικό σύμβολο ‘0’ και ο παραλήπτης μπορεί να αποκωδικοποιήσει αμέσως μόλις λάβει ‘0’, λαμβάνοντας υπόψη και όλα τα ‘1’ που προηγήθηκαν.

6. Ο κώδικας είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος. Ο κώδικας δεν είναι άμεσος, αφού η 1η κωδική λέξη αποτελεί πρόθεμα της 5ης κωδικής λέξης (και η 3η της 4ης).

7. Ο κώδικας αυτός είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού όλες οι κωδικές λέξεις είναι διαφορετικές και αρχίζουν από ‘1’. Όμως δεν είναι άμεσος, αφού αν ο παραλήπτης λάβει ‘11’ δεν γνωρίζει αν αυτά απαρτίζουν τη 2η κωδική λέξη ή είναι τα δύο πρώτα κωδικά σύμβολα της 1ης κωδικής λέξης και έτσι δεν μπορεί να προχωρήσει αμέσως στην αποκωδικοποίηση, αλλά πρέπει να περιμένει και το επόμενο κωδικό σύμβολο.

8. Ο κώδικας αυτός δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού η ακολουθία 10101 μπορεί να προκύψει είτε από την 1η κωδική λέξη ακολουθούμενη από την 3η και πάλι την 3η κωδική λέξη είτε από τη 2η ακολουθούμενη από τη 2η και την 1η κωδική λέξη είτε από τη 2η ακολουθούμενη από την 1η και την 3η κ.λπ. 

ΘΕΜΑ 4

Θεωρούμε μια τυχαία μεταβλητή (πηγή) που παίρνει (παράγει) 4 διαφορετικές τιμές (σύμβολα) με πιθανότητες {1/3, 1/3, ¼, 1/12}. Ζητούνται τα ακόλουθα:

1. να σχηματιστεί δυαδικός κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Ηuffman για την πηγή αυτή.

2. να δείξετε ότι υπάρχουν δύο βέλτιστα σύνολα μηκών των 4 κωδικών λέξεων, τα (1, 2, 3, 3) και (2, 2, 2, 2). 

Επίσης, ζητείται

3. Να εξεταστεί ποιοι από τους ακόλουθους κώδικες και για ποιο λόγο δεν μπορεί να προκύψουν σύμφωνα με τον αλγόριθμο κωδικοποίησης του Huffman για καμία συνάρτηση πιθανότητας μάζας πηγής (PMF) που παράγει 2, 3 και 4 σύμβολα, αντίστοιχα: {01, 10}, {0, 10, 11}, {00, 01, 10, 11}.

Απάντηση

1.

Σύμβολα



Κώδικας

S1
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1/4  (0)
1/3 (1)

010

S4
1/12 (1)


011

2. Όπως γνωρίζουμε, ο κώδικας Huffman είναι ο βέλτιστος κώδικας για δεδομένες πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων (σελίδα 63 του βιβλίου). Στην προκειμένη περίπτωση, η επίδοση του βέλτιστου κώδικα που προέκυψε σύμφωνα με τον αλγόριθμο κωδικοποίησης του Huffman υπολογίζεται από τον τύπο (2.9) της σελίδας 57 του βιβλίου:
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Τώρα, αν απλά θεωρήσουμε ότι τα 4 σύμβολα της πηγής κωδικοποιούνται ως ‘00’, 01’, ‘10’ και ‘11’, αντίστοιχα, τότε το μέσο μήκος των μηκών των κωδικών λέξεων είναι επίσης 2, αφού 2x(1/3)+2x(1/3)+2x(1/4)+2x(1/12)=2x1=2, όπως και στην περίπτωση των μηκών (1, 2, 3, 3) που προέκυψαν με την εφαρμογή του αλγόριθμου του Huffman, η επίδοση και του κώδικα αυτού είναι ίση με 0,93. Επομένως και ο κώδικας αυτός είναι βέλτιστος. 

3. Ο κώδικας {01, 10} δεν μπορεί να προκύψει ως αποτέλεσμα της εφαρμογής του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman σε πηγή με 2 σύμβολα, αφού στην περίπτωση αυτή ο αλγόριθμος θα αποδώσει σε ένα σύμβολο την κωδική λέξη-σύμβολο ‘0’ και στο άλλο το ‘1’. Ο κώδικας {0, 10, 11} μπορεί να προκύψει στην περίπτωση πηγής με 3 σύμβολα. Όσο για τον κώδικα {00, 01, 10, 11}, και αυτός μπορεί να προκύψει. Για παράδειγμα θα μπορούσε να προκύψει στο ανωτέρω ερώτημα 4.1 αν μετά τη συγχώνευση των S3 και S4, η πιθανότητα του συγχωνευμένου συμβόλου είχε τεθεί στην 1η θέση (γραμμή) και όχι την 3η που διαλέξαμε ανωτέρω. Επίσης, θα μπορούσε να προκύψει για πηγή 4 συμβόλων και συνάρτηση πιθανότητας μάζας {2,5 2,5 2,5 2,5}. 

ΘΕΜΑ 5

Μια πηγή Markoff εκπέμπει τα σύμβολα χ, ψ και ω. Η πηγή χαρακτηρίζεται από τον ακόλουθο πίνακα μετάβασης (Μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης):
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Ζητείται να υπολογιστούν

1. Η εντροπία της πηγής.

2. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο μηνυμάτων αποτελούμενων από δύο σύμβολα.

3. Ο πλεονασμός, ο πλεονασμός εξάρτησης και ο ολικός πλεονασμός της διακριτής πηγής.

Απάντηση

Για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων παραγωγής των χ, ψ και ω καταστρώνουμε και επιλύουμε σύστημα τεσσάρων εξισώσεων με τρεις αγνώστους, κατά ανάλογο τρόπο με την άσκηση αυτοαξιολόγησης 2.8 και το παράδειγμα 2.11. 
Θεωρώντας π1 = p(χ), π2 = p(ψ) και π3 = p(ω), έχουμε 

(1) π1 = π1 P(χ/χ)+π2P(χ/ψ)+π3P(χ/ω) = π1 (0,5)+ π2(0)+ π3(0,5),   

(2)π2=π1P(ψ/χ)+π2P(ψ/ψ)+π3P(ψ/ω)=π1(0)+π2(0,5)+π3(0,25),   

(3) π3 =π1P(ω/χ)+ π2P(ω/ψ)+ π3P(ω/ω)= π1(0,5)+π2(0,5)+π3 (0,25),  

(4)π1 + π2 + π3 = 1.
Από την (1) λαμβάνουμε 0,5π1 =0,5 π3 και επομένως π1 = π3 και από τη (2) 0,5π2 =0,25 π3 και επομένως 2π2 = π3. Η (3) δεν μας προσφέρει κάτι. Αντικαθιστώντας τα αποτελέσματα αυτά στην (4) λαμβάνουμε π3 + 0,5 π3 + π3 = 1, δηλαδή π3 = 0,4 και επομένως π1=0,4 και π2=0,2.

1. Για τον υπολογισμό της εντροπίας της πηγής Markoff εφαρμόζουμε τους τύπους 2.12. και 2.13 του βιβλίου (σελ. 73).

Η εντροπία των συμβόλων που εκπέμπεται από κάθε κατάσταση δίνεται κατωτέρω:

Η(Κ1)=- 0,5log0,5-0-0,5log0,5=1,

Η(Κ2)= - 0-0,5log0,5-0,5log0,5=1,

Η(Κ3)=- 0,5log0,5-0,25log0,25-0,25log0,25=1,5,

Για να υπολογίσουμε την εντροπία της πηγής αρκεί να υπολογίσουμε τη μέση τιμή των ανωτέρω, λαμβάνοντας υπόψη και τη βαρύτητα καθεμιάς κατάστασης (δηλαδή την πιθανότητά της):

Η(S)=0,4x1 + 0,2x1 + 0,4x1,5= 1,2 bits/symbol.

2. Πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τις πιθανότητες όλων των δυνατών μηνυμάτων μήκους δύο συμβόλων. Κατόπιν μπορούμε να εφαρμόσουμε  τον τύπο 2.14 του βιβλίου (σελ. 73) για τον υπολογισμό της ζητούμενης μέσης ποσότητας πληροφορίας.

Για τον υπολογισμό της πιθανότητας του μηνύματος (χ,χ), η οποία είναι συνδυασμένη πιθανότητα, αρκεί να πολλαπλασιάσουμε την πιθανότητα p(χ) με την πιθανότητα P(ψ/χ), δηλαδή p(m1) =p(χ,χ)=π1P11 = π1P(χ/χ)= 0,4x0,5=0,02. Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε και τις πιθανότητες των υπόλοιπων 8 μηνυμάτων. Έτσι λοιπόν λαμβάνουμε:

p(m1) =p(χ,χ)=π1P11 = π1P(χ/χ)=0,2,

p(m2) =p(χ,ψ)=π1P12 = π1P(ψ/χ)=0,  

p(m3) =p(χ,ω)=π1P13 = π1P(ω/χ)=0,2,

p(m4) =p(ψ,χ)=π2P21 = π2P(χ/ψ)=0,

p(m5) =p(ψ,ψ)=π2P22 = π2P(ψ/ψ)=0,1,

p(m6) =p(ψ,ω)=π2P23 = π2P(ω/ψ)=0,1,

p(m7) =p(ω,χ)=π3P31 = π3P(χ/ω)=0,2,

p(m8) =p(ω,ψ)=π3P32 = π3P(ψ/ω)=0,1,

p(m9) =p(ω,ω)=π3P33 = π3P(ω/ω)=0,1.

Επομένως,

Η(M)=- p(m1)log p(m1)- p(m2)log p(m2)- …- p(m9)log p(m9) =2,72 bits/message

Ισχύει ακόμα(δείτε σελίδα 215 του βιβλίου):

 Η(Μ)=Η(Χ,Υ) =Η(Χ)+Η(S)= Ηχωρίς μνήμη (S)+Η(S)=1,52+1,2=2,72 bits/message
3. Για τον υπολογισμό του πλεονασμού, του πλεονασμού εξάρτησης και του ολικού πλεονασμού (τύποι 2.17 και 2.18 του βιβλίου, σελ. 74), υπολογίζουμε πρώτα την εντροπία πηγής χωρίς μνήμη. 

Ηχωρίς μνήμη (S)=-0,4log0,4-0,2log0,2-0,4log0,4=1,52 bits/symbol
Η μέγιστη εντροπία της πηγής χωρίς μνήμη είναι log3=1,585 bits, αφού έχουμε 3 σύμβολα.

Επομένως,

red=1-(1,52/1,585)=0,0041,

redεξ =1-(1,2/1,52)=0,210 και

redολ =1-(1,2/1,585)= 0,243.

ΘΕΜΑ 6

Δίνεται ένα διακριτό κανάλι χωρίς μνήμη. Στην είσοδο του καναλιού εμφανίζονται τα σύμβολα xi, i=1, 2, με πιθανότητα εμφάνισης του x1, p(x1)=a. Στην έξοδο του καναλιού λαμβάνονται τα σύμβολα yj, j=1, 2, 3, όπου οι πιθανότητες μετάβασης pij=p(yj/xi) περιέχονται στον ακόλουθο πίνακα μετάβασης του καναλιού.
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1. Να υπολογιστεί η ποσότητα πληροφορίας των συμβόλων εξόδου, H(Y).

2. Να υπολογιστεί η αβεβαιότητα H(Y/X).

3. Να υπολογιστεί η χωρητικότητα του καναλιού. 

Απάντηση

1. Πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τις πιθανότητες λήψης των κωδικών συμβόλων yj, j=1, 2 και 3. Είναι 

p(y1)= p(y1,x1)+ p(y1,x2)=p(x1) p(y1/x1)+ p(x2) p(y1/x2)=a(0,6)+(1-a)(0,2)=0,4 α+0,2. 

Κατά ανάλογο τρόπο υπολογίζουμε 

p(y2)= p(y2,x1)+ p(y2,x2)=p(x1) p(y2/x1)+ p(x2) p(y2/x2)=0,2α + 0,6(1-α)=-0,4α+0,6, 

p(y3)= p(y3,x1)+ p(y3,x2)=p(x1) p(y3/x1)+ p(x2) p(y3/x2)=α(0,2)+(1-α)(0,2)=0,2.

Από τις πιθανότητες αυτές, των οποίων το άθροισμα είναι 1, υπολογίζουμε τη μέση πληροφορία της εξόδου του καναλιού.

Η(Υ)=-p(y1)log p(y1)-p(y2)logp(y2)-p(y3)log p(y3)=

=-(0,4 α+0,2)log(0,4α +0,2)- (-0,4α+0,6)log(-0,4α+0,6) - (0,2)log(0,2)

=0,464-(0,4 α+0,2)log(0,4α +0,2)-(-0,4α+0,6)log(-0,4α+0,6).
2. Πρώτα υπολογίζουμε τις συνδυασμένες πιθανότητες των συμβόλων εισόδου και εξόδου του καναλιού (δείτε και το ερώτημα 1).

Είναι p(x1,y1)= p(y1,x1)= p(x1) p(y1/x1)=0,6α, 

p(x1,y2)= p(y2,x1)= p(x1) p(y2/x1)= 0,2α,

p(x1,y3)= p(y3,x1)= p(x1) p(y3/x1)=0,2a,

p(x2,y1)= p(y1,x2)= p(x2) p(y1/x2)=0,2(1-α),

p(x2,y2)= p(y2,x2)= p(x2) p(y2/x2)=0,6(1-a),

p(x2,y3)= p(y3,x2)= p(x2) p(y3/x2)=0,2(1-a).

Τώρα υπολογίζουμε την αβεβαιότητα του καναλιού

Η(Υ/Χ)=-p(x1,y1)logp(y1/x1) - p(x1,y2log p(y2/x1) - p(x1,y3)log p(y3/x1) - p(x1,y4)log p(y4/x1)-p(x2,y1)logp(y1/x2) -p(x2,y2)logp(y2/x2) -p(x2,y3)logp(y3/x2) -p(x2,y4)logp(y4/x2)=

-0,6a.log0,6-0,2αlog0,2-0,2alog0,2-0,2(1-a)log0,2-0,6(1-a)log0,6-0,2(1-a)log0,2=

-0,6log0,6-0,2log0,2-0,2log0,2=0,442+0,464+0,464-=1,37.

3. Για τον προσδιορισμό της χωρητικότητας του καναλιού θα πρέπει να βρούμε τις πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της εισόδου, για τις οποίες μεγιστοποιείται η αμοιβαία πληροφορία μεταξύ της εισόδου και της εξόδου του καναλιού, δηλαδή την τιμή α. Είναι  
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Η συνάρτηση αυτή μεγιστοποιείται όπως γνωρίζουμε για την τιμή του a που μηδενίζει την πρώτη της παράγωγο. Επομένως,
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Θέτοντας ανωτέρω την τιμή αυτή του a, λαμβάνουμε τη χωρητικότητα του καναλιού 

C=0,15 bits/symbol.
ΘΕΜΑ 7

Οι τύποι και οι αριθμοί των οχημάτων που διέρχονται από ένα σημείο του δρόμου πρόκειται να καταγραφούν αυτόματα σε κάποιο σύστημα. Ενας δυαδικός κώδικας πρόκειται να χρησιμοποιηθεί για κάθε τύπο οχήματος. Ο κώδικας αυτός καταγράφεται κατά τη διάβαση ενός οχήματος συγκεκριμένου τύπου. Ο μέσος αριθμός των οχημάτων ανά ώρα είναι:
Τύπος Οχήματος
Μέσος αριθμός ανά ώρα

ΙΧ (ΙΧ)
500

Φορτηγά (Φ)
200

Ημιφορτηγά (Η/Φ)
100

Μηχανές Μεγάλου Κυβισμού (ΜμΚ)
50

Μηχανάκια (Μ)
50

Ποδήλατα (Π)
50

Λεωφορεία (Λ)
25

Αλλοι Τύποι Οχημάτων (Α)
25

Να χρησιμοποιήσετε για την κατασκευή του παραπάνω κώδικα τους αλγόριθμους Fano και Huffman και να μελετήσετε την επίδοσή τους.

Λύση

Περίπτωση α: Κώδικας Fano
Ο συνολικός αριθμός των οχημάτων που διέρχονται ανά ώρα από το συγκεκριμένο σημείο του δρόμου, είναι: 500+200+100+50+50+50+25+25=1000

Στον Πίνακα 1, δείχνονται οι πιθανότητες διέλευσης των αντίστοιχων οχημάτων καθώς και τα βήματα του αλγορίθμου δημιουργίας του κώδικα Fano.

Πίνακας 1: Πιθανότητες διέλευσης των οχημάτων και βήματα του αλγορίθμου δημιουργίας του κώδικα Fano

Τύπος Οχήματος
Μέσος 

αριθμός / ώρα
Πιθανότητες
Βήμα 
1
Βήμα 
2
Βήμα 
3
Βήμα

4
Βήμα

5
Κωδική 
Λέξη
Μήκος Λέξης 

ΙΧ (ΙΧ)
500
S1 = 0,5
0




0
1

Φορτηγά (Φ)
200
S2 = 0,2
1
0



10
2

Ημιφορτηγά (Η/Φ)
100
S3 = 0,1
1
1
0
0

1100
4

Μηχανές Μεγάλου Κυβισμού (ΜμΚ)
50
S4 = 0,05
1
1
0
1

1101
4

Μηχανάκια (Μ)
50
S5 = 0,05
1
1
1
0
0
11100
5

Ποδήλατα (Π)
50
S6 = 0,05
1
1
1
0
1
11101
5

Λεωφορεία (Λ)
25
S7 = 0,025
1
1
1
1
0
11110
5

Αλλοι Τύποι Οχημάτων (Α)
25
S8 = 0,025
1
1
1
1
1
11111
5

Περίπτωση β: Κώδικας Huffman 

Στον Πίνακα 2, δείχνονται οι πιθανότητες διέλευσης των αντίστοιχων οχημάτων καθώς και τα βήματα του αλγορίθμου δημιουργίας του κώδικα Huffman.

Πίνακας 2: Πιθανότητες διέλευσης των οχημάτων και βήματα του αλγορίθμου δημιουργίας του κώδικα Huffman
Πιθανότητες
Βήμα 1


Βήμα 2
Βήμα 3
Βήμα 4
Βήμα 5
Βήμα 6
Κωδική 

Λέξη και 
Μήκος



S1 
 0,5


0,5


0,5


0,5


0,5


0,5


0,5
0
0

1

S2 
 0,2


0,2


0,2


0,2


0,2

(
0,3
0
(
0,5
1
11

2

S3 
 0,1


0,1


0,1


0,1

(
0,2
0
(
0,2
1



101

3

S4 
 0,05


0,05

(
0,1


0,1
0
(
0,1
1






10011

5

S5 
 0,05


0,05


0,05
0
(
0,1
1









10010

5

S6 
 0,05        


0,05
0
(
0,05
1












10000

5

S7 
 0,025 
0
(
0,05
1















100010

6

S8 
 0,025 
1


















100011
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Προσδιορισμός της Επίδοσης του Κώδικα Fano:

Με βάση τα στοιχεία του Πίνακα 1, ο δυαδικός κώδικας ο οποίος προσδιορίσθηκε είναι:
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Επομένως:
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Προσδιορισμός της Επίδοσης του Κώδικα Huffman:

Με βάση τα στοιχεία του Πίνακα 2, ο δυαδικός κώδικας ο οποίος προσδιορίσθηκε είναι:
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Επομένως:
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Συμπέρασμα: Με βάση την ανάλυση που πραγματοποιήθηκε, η επίδοση των δυο κωδίκων είναι εξίσου καλή αφού 
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Σημείωση:
Για την περίπτωση του Κώδικα Huffman, η επίδοση 0.982, προσδιορίζεται να είναι η ίδια και για τον παρακάτω προτεινόμενο δυαδικό κώδικα:
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