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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2003-4) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ #4
Στόχος:
Βασικό στόχο της 4ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με έννοιες από τη Θεωρία Πιθανοτήτων και την Θεωρία Πληροφορίας. Συγκεκριμένα, από το βιβλίο Θεωρίας Πληροφορίας επικεντρώνουμε στα διάφορα μέτρα πληροφορίας (Κεφάλαιο 1) και στις σχετικές έννοιες διακριτών πηγών χωρίς μνήμη και με μνήμη (Κεφάλαιο 2). Επίσης, μας απασχολεί η εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής (Κεφάλαιο 2). 

ΘΕΜΑ 1
a) Ένα υπολογιστικό σύστημα έχει τέσσερις εισερχόμενες γραμμές με τα χαρακτηριστικά που δίνονται παρακάτω. Ποια είναι η πιθανότητα ένα τυχαίο εισερχόμενο μήνυμα να ληφθεί χωρίς λάθος;
	Γραμμή 
	Ποσοστό της συνολικής κυκλοφορίας 
	Ποσοστό εισερχόμενων μηνυμάτων χωρίς λάθη 

	1 
	40% 
	99.8% 

	2 
	30% 
	99.9% 

	3 
	10% 
	99.7% 

	4 
	20% 
	99.6% 


b) Τέσσερις προγραμματιστές έγραψαν από κάποιες ρουτίνες ο καθένας στα πλαίσια ενός μεγάλου έργου λογισμικού. Οι ρουτίνες αυτές ελέγχθηκαν από μια δεύτερη ομάδα και διαπιστώθηκε ότι αρκετές από αυτές είχαν λογικά λάθη. Ο αριθμός των ρουτινών κάθε προγραμματιστή που είχαν 0, 1, 2, 3 ή περισσότερα λάθη φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:
	Αριθμός λαθών 
	Προγρ. 1 
	Αριθμός Προγρ. 2 
	ρουτινών Προγρ. 3 
	Προγρ. 4 

	0 
	12 
	8 
	8 
	6 

	1 
	3 
	6 
	3 
	4 

	2 
	1 
	4 
	1 
	1 

	3 
	0 
	2 
	0 
	1 

	>3 
	0 
	0 
	0 
	0 


Ορίζουμε δύο τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ έτσι ώστε, για κάθε ρουτίνα γ, χ(γ) είναι ο προγραμματιστής που έγραψε την  γ και υ(γ) ο αριθμός των λαθών της.
(1) Βρείτε τη σ.π. της Υ, τη μέση τιμή και τη διασπορά της.
(2) Βρείτε τη σ.π. της Χ.
Απάντηση

α) Εστω Γ1,...,Γ4 τα ενδεχόμενα να έρθει το μήνυμα από τις γραμμές 1,...,4 και Σ το ενδεχόμενο να ληφθεί χωρίς λάθη. Από τον πίνακα έχουμε:
Ρ(Γ1) = 0.4
Ρ(Σ | Π) = 0.998
Ρ(Γ2) = 0.3
Ρ(Σ | Γ2) = 0.999
Ρ(Γ3) = 0.1
Ρ(Σ | Γ3) = 0.997
Ρ(Γ4) = 0.2
Ρ(Σ | Γ4) = 0.996
Εφαρμόζοντας το θεώρημα της ολικής πιθανότητας παίρνουμε το ζητούμενο: Ρ(Σ) = Ρ(Σ | Π) Ρ(Γ1) + Ρ(Σ | Γ2) Ρ(Γ2) + Ρ(Σ | Γ3) Ρ(Γ3) + Ρ(Σ | Γ4) Ρ(Γ4) = 0.9978
β.1) Η από κοινού σ.π. 
[image: image1.wmf])
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των Χ και Υθα είναι:

	j
	1
	2
	3
	4

	0
	12/60
	8/60/
	8/60
	6/60

	1
	3/60
	6/60
	3/60
	4/60

	2
	1/60
	4/60
	1/60
	1/60

	3
	0
	2/60
	0
	1/60


Άρα θα είναι:
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δηλαδή υπάρχουν κατά μέσο όρο 0.65 λάθη ανά ρουτίνα.

Άρα θα είναι:
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β.2) 
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ΘΕΜΑ 2

Δίνονται δύο τυχαίες μεταβλητές, Χ και Υ, με τέσσερα δυνατά αποτελέσματα η κάθε μία. Οι συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, yj) του τυχαίου πειράματος (Χ, Υ) είναι οι ακόλουθες:

	Χ
	1
	2
	3
	4

	Υ
	
	
	
	

	1
	1/8
	1/16
	1/32
	1/32

	2
	1/16
	1/8
	1/32
	1/32

	3
	1/16
	1/16
	1/16
	1/16

	4
	1/4
	0
	0
	0


Ζητείται να υπολογίσετε

1. Τις μέσες ποσότητες πληροφορίας Η(Χ) και Η(Υ),

2. Τις υπό συνθήκη ποσότητες πληροφορίας Η(Χ/Υ) και Η(Υ/Χ), 

3. Τη συνδυασμένη ποσότητα πληροφορίας Η(Χ,Υ) και

4. Την αμοιβαία ποσότητα πληροφορίας Η(Χ;Υ).

Απάντηση

Από τις συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, yj) μπορούμε να υπολογίσουμε τις ακραίες πιθανότητες p(xi) και p(yj). Δείτε τις σχέσεις στη σελίδα 24 του βιβλίου 
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. Η συνάρτηση πιθανότητας μάζας για την Χ είναι (½, ¼, 1/8, 1/8) και της Y είναι (¼ , ¼, ¼, ¼). (Προσέχουμε ότι το άθροισμα των συνδυασμένων πιθανοτήτων της 1ης στήλης του πίνακα μας δίνει το p(x1), της 2ης στήλης το p(x2) κοκ., ενώ το άθροισμα των συνδυασμένων πιθανοτήτων της 1ης γραμμής μας δίνει p(y1), της 2ης γραμμής το p(y2) κλπ.) Επομένως,

[image: image22.png]1. 
Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε Η(Υ)=2 bits.

2. Για τον υπολογισμό των υπό συνθήκη (ή δεσμευμένων) ποσοτήτων πληροφορίας χρησιμοποιούμε τις σχέσεις της σελίδας 36 του βιβλίου. Προηγουμένως υπολογίζουμε τις υπό συνθήκη από τις συνδυασμένες και τις ακραίες πιθανότητες. Είναι  
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. Επομένως, p(x1/y1)=(1/8)/(1/4)=1/2, p(x2/y1)=1/4, p(x3/y1)=1/8 και p(x4/y1)=1/8. Επίσης, p(x1/y2)=(1/16)/(1/4)=1/4, p(x2/y2)=1/2, p(x3/y2)=1/8, p(x4/y2)=1/8, p(x1/y3)=(1/16)/(1/4)=1/4, p(x2/y3)=1/4, p(x3/y3)=1/4, p(x4/y3)=1/4, p(x1/y4)=(1/4)/(1/4)=1, p(x2/y4)=0, p(x3/y4)=0 και p(x4/y4)=0.
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Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε και Η(Υ/Χ)=13/8 bits.

3. Από τις σχέσεις του πίνακα 1.1 (σελίδα 40 του βιβλίου) υπολογίζουμε τη συνδυασμένη ποσότητα πληροφορίας.

Η(Χ, Υ)= Η(Υ)+Η(Χ/Υ)=2+11/8=27/8 bits.
4. I(X;Y) = H(X) + H(Y) - H(X, Y)=14/8 + 16/8 –27/8 = 3/8.
ΘΕΜΑ 3

Μια πηγή πληροφορίας παράγει σύμβολα, τα οποία ανήκουν στο αλφάβητο S={τ, υ, φ, χ, ψ, ω}. Οι πιθανότητες των συμβόλων αυτών είναι ¼, ¼, 1/8, 1/8, 1/8 και 1/8, αντίστοιχα.

Θεωρώντας την πηγή χωρίς μνήμη, ζητείται να υπολογίσετε

1. Το πληροφορικό περιεχόμενο του συμβόλου ‘τ’ και το πληροφορικό περιεχόμενο του συμβόλου ‘ω’.

2. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των συμβόλων της πηγής,

3. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από δύο σύμβολα.

4. Τον πλεονασμό της πηγής (log6=2,585) και 

5. Το μέσο ρυθμό πληροφορίας της πηγής για ρυθμό 500 συμβόλων /sec.

Απάντηση 

1. Το πληροφορικό περιεχόμενο του συμβόλου ‘τ’ δίνεται από τον αρνητικό λογάριθμο της  πιθανότητας παραγωγής του (δείτε σελ. 28 του βιβλίου), δηλαδή H(τ)=-log(1/4)=2 bits. Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε το πληροφορικό περιεχόμενο του συμβόλου ‘ω’, είναι δηλαδή H(ω)=-log(1/8)=3 bits. 

2. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των συμβόλων της πηγής
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3. Για τον υπολογισμό του μέσου πληροφορικού περιεχομένου των μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από 2 σύμβολα, υπολογίζουμε πρώτα τις (συνδυασμένες) πιθανότητες δημιουργίας των μηνυμάτων αυτών. Αφού η πηγή είναι χωρίς μνήμη, για τον υπολογισμό της πιθανότητας κάθε μηνύματος αρκεί να πολλαπλασιάσουμε τις πιθανότητες παραγωγής των συμβόλων από τα οποία αποτελείται. Συνολικά έχουμε 36 μηνύματα. Παρατηρούμε ότι από τα 36 μηνύματα, 4 έχουν πιθανότητα παραγωγής ίση με (1/16), 16 μηνύματα έχουν πιθανότητα παραγωγής (1/64) και 16 μηνύματα έχουν πιθανότητα παραγωγής (1/32).

p1=p(τ,τ)=1/16, p2=p(τ,υ)=1/16, p3=p(τ,φ)=1/32, p4=p(τ,χ)=1/32, p5=p(τ,ψ)=1/32, p6=p(τ,ω)=1/32,

p7=p(υ,τ)=1/16, p8=p(υ,υ)=1/16, p9=p(υ,φ)=1/32, p10=p(υ,χ)=1/32, p11=p(υ,ψ)=1/32, p12=p(υ,ω)=1/32,

p13=p(φ,τ)=1/32, p14=p(φ,υ)=1/32, p15=p(φ,φ)=1/64, p16=p(φ,χ)=1/64, p17=p(φ,ψ)=1/64, p18=p(φ,ω)=1/64,

p19=p(χ,τ)=1/32, p20=p(χ,υ)=1/32, p21=p(χ,φ)=1/64, p22=p(χ,χ)=1/64, p23=p(χ,ψ)=1/64, p24=p(χ,ω)=1/64,

p25=p(ψ,τ)=1/32, p26=p(ψ,υ)=1/32, p27=p(ψ,φ)=1/64, p28=p(ψ,χ)=1/64, p29=p(ψ,ψ)=1/64, p30=p(ψ,ω)=1/64,

p31=p(ω,τ)=1/32, p32=p(ω,υ)=1/32, p33=p(ω,φ)=1/64, p34=p(ω,χ)=1/64, p35=p(ω,ψ)=1/64, p36=p(ω,ω)=1/64.

Επομένως,
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Παρατηρούμε ότι H(M)=2 Η(S).

4. red=1-H(S)/maxH(S)=1-H(S)/log6=1-(2,5/2,585)=1-0,967=0,0328.

5. R=rH(S)=500x(2,5)=1250 bits/sec.

ΘΕΜΑ 4

Μια πηγή παράγει 10 διαφορετικά σύμβολα, τα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, I και K με πιθανότητες 0,25, 0,125, 0,125, 0,125, 0,0625, 0,0625, 0,0625, 0,0625, 0,0625 και 0,0625, αντίστοιχα. Ζητούνται τα ακόλουθα:

1. Η εντροπία της πηγής.

2. Να σχηματιστεί κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Fano, με δυαδικό κωδικό αλφάβητο.

3. Να σχηματιστεί κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Shannon, με δυαδικό κωδικό αλφάβητο.

4. Οι επιδόσεις των κωδίκων που προκύπτουν από τα ερωτήματα 2 και 3.

Απάντηση

1. [image: image26.wmf](
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Η εντροπία της πηγής υπολογίζεται ως ακολούθως:

2. Τα σύμβολα της πηγής δίνονται σε τάξη φθίνουσας πιθανότητας (δείτε τον πίνακα). Χωρίζονται δε σε ομάδες και υποομάδες ως ακολούθως:

Τα τρία πρώτα σύμβολα περιλαμβάνονται στην 1η ομάδα και τα υπόλοιπα στη 2η ομάδα. Επιλέγουμε το ‘0’ ως το πρώτο κωδικό σύμβολο των κωδικών λέξεων της 1ης ομάδας και το ‘1’ για τις κωδικές λέξεις της 2ης ομάδας. Η πρώτη ομάδα χωρίζεται σε 2 υποομάδες με ένα σύμβολο η πρώτη και δύο σύμβολα η δεύτερη. Επιλέγουμε και πάλι το ‘0’ για την 1η υποομάδα και το ‘1’ για τη 2η υποομάδα. Έτσι καταλήγουμε στην κωδική λέξη του Α, η οποία είναι η ‘00’. Η 2η υποομάδα χωρίζεται περαιτέρω σε δύο υποομάδες με ένα σύμβολο η καθεμιά, το Β η πρώτη και το Γ η δεύτερη. Αποδίδοντας και πάλι το 0 στην πρώτη υποομάδα και το 1 στη δεύτερη υποομάδα οδηγούμαστε στις κωδικές λέξεις ‘010’ για το Β και ‘011’ για το Γ. Κατά τον ίδιο τρόπο συνεχίζουμε και σε σχέση με τη δεύτερη ομάδα, την οποία χωρίζουμε σε δύο υποομάδες κ.λπ. Έτσι, καταλήγουμε στις ζητούμενες κωδικές λέξεις (δείτε τον πίνακα).  

Κώδικας Fano

	Σύμβολα
	Πιθανότητες
	Κώδικας

	Α
	1/4
	00 (11)

	Β
	1/8
	010 (101)

	Γ
	1/8
	011 (100)

	Δ
	1/8
	100 (011)

	Ε
	1/16 
	1010 (0101)

	Ζ
	1/16
	1011 (0100)

	Η
	1/16
	1100 (0011)

	Θ
	1/16
	1101 (0010)

	Ι
	1/16
	1110 (0001)

	Κ
	1/16 
	1111 (0000)


3. Κώδικας Shannon

	Σύμβολα Πηγής
	Πιθανότητες

Συμβόλων
	Pi
	Μήκος li
	Ανάπτυγμα

του Pi
	Κωδικές Λέξεις

	Α  
	1/4
	P1 = 0
	l1 = 2
	.00000
	00

	Β
	1/8
	P2 = 1/4
	l2 = 3
	.01000
	010

	Γ
	1/8
	P3 = 3/8
	l3 = 3
	.01100
	011

	Δ
	1/8
	P4 = 4/8
	l4 = 3
	.10000
	100

	Ε
	1/16
	P5 = 5/8
	l5 = 4
	.10100
	1010

	Ζ
	1/16
	P6 = 11/16
	l6 = 4
	.10110
	1011

	Η
	1/16
	P7 = 12/16
	l7 = 4
	.11000
	 1100

	Θ
	1/16
	P8= 13/16
	l78= 4
	.11010
	1101

	Ι
	1/16
	P9= 14/16
	L8 = 4
	.11100
	1110

	Κ
	1/16
	P10 = 15/16
	l10 = 4
	.11110
	1111


5. Και για τον κώδικα Fano και για τον κώδικα Shannon, το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων που προκύπτει είναι ίσο με την εντροπία της πηγής. Επομένως, η απόδοση των κωδίκων αυτών είναι 1, δηλαδή είναι άριστοι κώδικες.


[image: image12.wmf].

1

125

,

3

125

,

3

2

log

)

(

)

(

2

10

1

=

=

=

å

=

i

i

i

l

p

S

H

a


ΘΕΜΑ 5

Διακριτή πηγή παράγει 6 σύμβολα με τις ακόλουθες πιθανότητες: 

P=(1/21, 2/21, 3/21, 4/21, 5/21, 6/21). 

Zητούνται:

1. Να σχηματιστεί κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Huffman, με δυαδικό κωδικό αλφάβητο. 

2. Να σχηματιστεί κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Huffman, με κωδικό αλφάβητο αποτελούμενε από τρία σύμβολα, τα 0, 1 και 2.

3. Να υπολογιστεί και να σχολιαστεί η επίδοση του κώδικα Huffman και για τις δύο περιπτώσεις (ερώτημα 1 και 2).

Απάντηση

1. Κώδικας Huffman με δύο κωδικά σύμβολα

	Σύμβολα
	
	
	
	
	
	Κώδικας
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S2
	5/21
	5/21
	6/21
	6/21 (0)
	 9/21  (1)
	10

	S3
	4/21
	4/21 
	5/21 (0)
	6/21 (1)
	 
	11

	S4
	3/21
	3/21 (0)
	4/21 (1)
	
	
	010

	S5
	2/21 (0)
	3/21 (1)
	
	
	
	0110

	S6
	1/21 (1)
	
	
	
	
	0111


2.α Κώδικας Huffman με τρία κωδικά σύμβολα

	Σύμβολα
	
	
	
	Κώδικας

	S1
	6/21
	6/21
	10/21 (0)
	1

	S2
	5/21
	5/21
	 6/21  (1)
	2

	S3
	4/21
	4/21 (0)
	 5/21  (2)
	00

	S4
	3/21
	3/21 (1)
	
	01

	S5
	2/21 (0)
	3/21 (2)
	
	020

	S6
	1/21 (1)
	
	
	021


Παρατηρούμε ότι στο 1ο βήμα συγχωνεύτηκαν μόνον δύο σύμβολα σε ένα και κατά τη δεύτερη συγχώνευση έλαβαν μέρος 3 σύμβολα, έτσι ώστε να έχουμε στο τέλος τρία σύμβολα. 

Ακολούθως, δηλαδή στον κώδικα 2.β, έχουμε στο 2ο βήμα συγχώνευση δύο συμβόλων και, τέλος στο 2.γ, έχουμε στο τέλος δύο σύμβολα. Όπως θα δούμε και στην απάντηση του ερωτήματος 3, ο πιο αποδοτικός κώδικας προκύπτει όταν στο 1ο βήμα συγχώνευσης, εφόσον είναι αναγκαίο, λαμβάνουν μέρος λιγότερα σύμβολα από το πλήθος των κωδικών συμβόλων. 

2.β Κώδικας Huffman με τρία κωδικά σύμβολα

	Σύμβολα
	
	
	
	Κώδικας

	S1
	6/21
	6/21
	 9/21  (0)
	1

	S2
	5/21
	6/21
	 6/21  (1)
	00

	S3
	4/21
	5/21 (0)
	 6/21  (2)
	01

	S4
	3/21 (0)
	4/21 (1)
	
	20

	S5
	2/21 (1)
	
	
	21

	S6
	1/21 (2)
	
	
	22


2.γ Κώδικας Huffman με τρία κωδικά σύμβολα

	Σύμβολα
	
	
	
	Κώδικας

	S1
	6/21
	6/21
	 15/21  (0)
	1

	S2
	5/21
	6/21 (0)
	  6/21   (1)
	01

	S3
	4/21
	5/21 (1)
	 
	02

	S4
	3/21 (0)
	4/21 (2)
	
	000

	S5
	2/21 (1)
	
	
	001

	S6
	1/21 (2)
	
	
	002


4. Για τον υπολογισμό της απόδοσης των κωδίκων, υπολογίζουμε πρώτα την εντροπία της πηγής: 
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Ακολούθως υπολογίζουμε το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων για κάθε περίπτωση και την αντίστοιχη απόδοση.

Δυαδικός κώδικας
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Κατά συνέπεια 
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Τριαδικός κώδικας 2.α
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Κατά συνέπεια 
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Τριαδικός κώδικας 2.β
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Κατά συνέπεια 
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Τριαδικός κώδικας 2.γ
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Κατά συνέπεια 
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Παρατηρούμε ότι ο δυαδικός κώδικας είναι σχεδόν άριστος. Στην περίπτωση του τριαδικού κώδικα, ο κώδικας 2.α εμφανίζει επίσης πολύ καλή απόδοση. Αντίθετα, ο κώδικας 2.γ έχει την πιο χαμηλή απόδοση, επειδή κατά την κωδικοποίηση, στο τελευταίο βήμα, απέμειναν λιγότερα σύμβολα από το πλήθος των κωδικών συμβόλων.

Όπως αναφέρθηκε και ανωτέρω, ο πιο αποδοτικός κώδικας προκύπτει όταν, εφόσον είναι αναγκαίο σε κάποια συγχώνευση να λάβουν λιγότερα σύμβολα από το πλήθος των κωδικών συμβόλων, η συγχώνευση των δύο συμβόλων σε ένα λαμβάνει μέρος στο 1ο βήμα συγχώνευσης.
Κριτήρια αξιολόγησης:

	ΘΕΜΑ 1
	24
	

	Ερώτημα α
	
	8

	Ερώτημα β.1
	
	8

	Ερώτημα β.2
	
	8

	ΘΕΜΑ 2
	16
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	4

	Ερώτημα 4
	
	4

	ΘΕΜΑ 3
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 1
	
	6

	Ερώτημα 3
	
	6

	Ερώτημα 4
	
	4

	Ερώτημα 5
	
	2

	ΘΕΜΑ 4
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	7

	Ερώτημα 3
	
	7

	Ερώτημα 4
	
	4

	ΘΕΜΑ 5
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	8

	Ερώτημα 2
	
	8

	Ερώτημα 3
	
	4

	
	
	

	ΣΥΝΟΛΟ
	100
	


Ο συνολικός βαθμός θα διαιρεθεί δια 10, ώστε να προκύψει ο τελικός βαθμός της εργασίας.
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