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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2002-3) – ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΓΡΑΠΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ #4
Θέμα 1

Δίνεται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ενός 2-διάστατου τυχαίου διανύσματος (συνδυασμού δύο τυχαίων μεταβλητών):

[image: image19.wmf](

)

ge.

bits/messa

 

3,5

(56/16)

log

16

1

=

=

-

=

å

=

i

i

i

p

p

M

H

.

H γραφική παράσταση της σ.π.π δίνεται στο σχήμα 1.
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Να βρεθούν:

1. Η p(x), δηλαδή η οριακή πυκνότητα του x.

2. H p(y).

3. H p(y|x)=p(y,x)/p(x) η υπό συνθήκη σ.π.π. του y δοθέντος του x.

4. Η p(x|y).
Απαντήσεις

1.
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για 1( y(0, από τη παραπάνω σχέση, έχουμε:
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για 2( y(1, έχουμε:
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3. Οι υπό συνθήκη συναρτήσεις π.π. έχουν ως εξής:
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ΘΕΜΑ 2

Μια πηγή πληροφορίας παράγει σύμβολα, τα οποία ανήκουν στο αλφάβητο S={φ, χ, ψ, ω}. Οι πιθανότητες των συμβόλων αυτών είναι ½, ¼, 1/8 και 1/8,αντίστοιχα.

Θεωρώντας την πηγή χωρίς μνήμη, ζητείται να υπολογίσετε

1. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των συμβόλων της πηγής,

2. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από δύο σύμβολα.

3. Τον πλεονασμό της πηγής και 

4. Το μέσο ρυθμό πληροφορίας της πηγής για ρυθμό 15 συμβόλων /sec.

Απάντηση
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1. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο των συμβόλων 

2. Για τον υπολογισμό του μέσου πληροφορικού περιεχομένου των μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από 2 σύμβολα, υπολογίζουμε πρώτα τις (συνδυασμένες) πιθανότητες δημιουργίας των μηνυμάτων αυτών. Αφού η πηγή είναι χωρίς μνήμη, για τον υπολογισμό της πιθανότητας κάθε μηνύματος αρκεί να πολλαπλασιάσουμε τις πιθανότητες παραγωγής των συμβόλων από τα απαρτίζουν. Συνολικά έχουμε 16 μηνύματα.

p1=p(φ,φ)=1/4, p2=p(φ,χ)=1/8, p3=p(φ,ψ)=1/16, p4=p(φ,ω)=1/16,

p5=p(χ,φ)=1/8, p6=p(χ,χ)=1/16, p7=p(χ,ψ)=1/32, p8=p(χ,ω)=1/32,

p9=p(ψ,φ)=1/16, p10=p(ψ,χ)=1/32, p11=p(ψ,ψ)=1/64, p12=p(ψ,ω)=1/64,

p13=p(ω,φ)=1/16, p14=p(ω,χ)=1/32, p15=p(ω,ψ)=1/64, p16=p(ω,ω)=1/64.

Επομένως,
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Παρατηρούμε ότι H(M)=2 Η(S).
3. red=1-H(S)/maxH(S)=1-H(S)/log4=1-(1,75/2)=0,25/2=1/8=0,125.

4. R=rH(S)=15x(1,75)=26,25 bits/sec.

ΘΕΜΑ 3

Θεωρώντας για την πηγή του Θέματος 2 τους ακόλουθους κώδικες Ι, ΙΙ, ΙΙΙ και IV:

	
	Ι
	ΙΙ
	ΙΙΙ
	ΙV

	φ
	0
	00
	1
	1

	χ
	10
	01
	10
	01

	ψ
	01
	10
	100
	001

	ω
	1
	11
	1000
	0001


Ζητείται να εξετάσετε αν οι κώδικες Ι, ΙΙ, ΙΙΙ και IV είναι

1. non- singular;

2. μοναδικά αποκωδικοποιήσιμοι;

3. άμεσοι;

Απάντηση

1. Όλοι οι κώδικες είναι μη ιδιάζοντες, αφού ο καθένας αποτελείται από διαφορετικές κωδικές λέξεις.

2. Όλοι οι κώδικές είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμοι εκτός του I. Σε σχέση με τον κώδικα Ι, παρατηρούμε ότι η ακολουθία κωδικών λέξεων 1001 θα μπορούσε να προκύψει από διάφορες ακολουθίες συμβόλων όπως ‘χψ’ ή ‘χφω’, κλπ.

3. Μόνο οι κώδικες ΙΙ και ΙV είναι άμεσοι. Στην περίπτωση του κώδικα Ι, αν ο δέκτης λάβει το ‘0’ δεν θα ξέρει αν είναι η πρώτη κωδική λέξη ή το 1ο κωδικό σύμβολο της 3ης κωδικής λέξης κοκ. Σχετικά με τον κώδικα ΙΙΙ, όταν ο δέκτης λάβει τα ‘10’ δεν μπορεί ξέρει αν είναι η 2η κωδική λέξη ή τα 2 πρώτα σύμβολα της 3ης κωδικής λέξης κοκ.

ΘΕΜΑ 4

Μια διακριτή πηγή με μνήμη εκπέμπει τα σύμβολα φ, χ, ψ και ψ. Η παραγωγή των συμβόλων σχηματίζει μια στατική Μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης, η οποία χαρακτηρίζεται από τον ακόλουθο πίνακα μετάβασης:

[image: image14.wmf].
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Ζητείται να υπολογιστούν

1. Οι πιθανότητες παραγωγής των συμβόλων φ, χ, ψ και ω. 

2. Η εντροπία της πηγής.

3. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο μηνυμάτων αποτελούμενων από δύο σύμβολα.

4. Ο πλεονασμός, ο πλεονασμός εξάρτησης και ο ολικός πλεονασμός της διακριτής πηγής.

Απάντηση

1. Για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων παραγωγής των δεδομένων συμβόλων καταστρώνουμε και επιλύουμε σύστημα πέντε εξισώσεων με τέσσερις αγνώστους, όπως στην άσκηση αυτοαξιολόγησης 2.8 και το παράδειγμα 2.11. 
Θεωρώντας π1 = p(φ), π2 = p(χ), π3 = p(ψ), π4 = p(ω), έχουμε 

(1) π1 = π1 P(φ/φ)+π2P(φ/χ)+π3P(φ/ψ) + π4 P(φ/ω)= π2 (4/10)+ π3(5/10)+π4 (4/10),   

(2)π2=π1P(χ/φ)+π2P(χ/χ)+π3P(χ/ψ)+π4P(χ/ω)=π1(2/10)+π2(1/10)+π3(3/10)+π4 (4/10),   

(3) π3 =π1P(ψ/φ)+ π2P(ψ/χ)+ π3P(ψ/ψ)+ π4 P(ψ/ω)= π1(2/10)+π2(4/10)+π4 (2/10),  

(4)π4=π1P(ω/φ)+π2P(ω/χ)+π3P(ω/ψ)+π4P(ω/ω)=π1(6/10)+π2(1/10)+π3(2/10), 

(5)π1 + π2 + π3 + π4 = 1.
Αντικαθιστώντας την εξίσωση (1) σε όλες τις άλλες λαμβάνουμε το ακόλουθο σύστημα 4 εξισώσεων με 3 αγνώστους:

(α) 82π2 =40 π3 + 48 π4, 

(β) 90π3 =48 π2 +28 π4,

(γ) 76π4 =34 π2 +50 π3,

(δ) 14π2 + 15 π3 + 14 π4 = 10.

Από 5x(β)+9x(γ) και από 15x(α)+40x(δ) (για να εξαλείψουμε το π3) λαμβάνουμε τις ακόλουθες δύο εξισώσεις με δύο αγνώστους που μας επιτρέπουν να υπολογίσουμε τα π2 και π4:

544π4 =546π2 και

1790π2 -160π4 = 400.

Από τις 2 αυτές εξισώσεις λαμβάνουμε π2 = 0,2454 και π4=0,2463.

Από τη (β) μπορούμε να λάβουμε π3 = 0,2075 και τέλος 

π1 = 0,3007.

2. Για τον υπολογισμό της εντροπίας της πηγής Markoff εφαρμόζουμε τους τύπους 2.12. και 2.13 του βιβλίου (σελ. 73).

Η εντροπία των συμβόλων που εκπέμπεται από κάθε κατάσταση δίνεται κατωτέρω:

Η(Κ1)=-0- 0,2log0,2-0,2log0,2-0,6log0,6=1,3709

Η(Κ2)=-0,4λογ0,4- 0,1log0,1-0,4log0,4-0,1log0,1=1,7219

Η(Κ3)=-0,5λογ0,5- 0,3log0,3-0-0,2log0,2=1,4854

Η(Κ4)=-0,4λογ0,4- 0,4log0,4-0,2log0,2-0=1,5219

Για να υπολογίσουμε την εντροπία της πηγής αρκεί να υπολογίσουμε τη μέση τιμή των ανωτέρω, λαμβάνοντας υπόψη και τη βαρύτητα καθεμιάς κατάστασης (δηλαδή την πιθανότητά της):

Η(S)=0,3007x1,3709 + 0,2454x1,7219 + 0,2075x1,4854 + 0,2463x1,5219 


= 1,5171 bits/symbol.

3. Πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τις πιθανότητες όλων των δυνατών μηνυμάτων μήκους δύο συμβόλων. Κατόπιν μπορούμε να εφαρμόσουμε  τον τύπο 2.14 του βιβλίου (σελ. 73) για τον υπολογισμό της ζητούμενης μέσης ποσότητας πληροφορίας.

Για τον υπολογισμό της πιθανότητας του μηνύματος (φ,χ), η οποία είναι συνδυασμένη πιθανότητα, αρκεί να πολλαπλασιάσουμε την πιθανότητα p(φ) με την πιθανότητα P(χ/φ), δηλαδή p(m2) =p(φ,χ)=π1P12 = π1P(χ/φ)= 0,060. Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε και τις πιθανότητες των υπόλοιπων 15 μηνυμάτων:

p(m1) =p(φ,φ)=π1P11 = π1P(φ/φ)=0,  

p(m3) =p(φ,ψ)=π1P13 = π1P(ψ/φ)=0,060,

p(m4) =p(φ,ω)=π1P14 = π1P(ω/φ)=0,18042,

p(m5) =p(χ,φ)=π2P21 = π2P(φ/χ)=0,098016,

p(m6) =p(χ,χ)=π2P22 = π2P(χ/χ)=0,02454,

p(m7) =p(χ,ψ)=π2P23 = π2P(ψ/χ)=0,098016,

p(m8) =p(χ,ω)=π2P24 = π2P(ω/χ)=0,02454,

p(m9) =p(ψ,φ)=π3P31 = π3P(φ/ψ)=0,10375,

p(m10) =p(ψ,χ)=π3P32 = π3P(χ/ψ)=0,06225,

p(m11) =p(ψ,ψ)=π3P33 = π3P(ψ/ψ)=0,

p(m12) =p(ψ,ω)=π3P34 = π3P(ω/ψ)=0,0415,

p(m13) =p(ω,φ)=π4P41 = π4P(φ/ω)=0,09852,

p(m14) =p(ω,χ)=π4P42 = π4P(χ/ω)=0,09852,

p(m15) =p(ω,ψ)=π4P43 = π4P(ψ/ω)=0,04926,

p(m16) =p(ω,ω)=π4P44 = π4P(ω/ω)=0.

Επομένως,

Η(M)=- p(m1)log p(m1)- p(m2)log p(m2)- …- p(m16)log p(m16) =3,49 bits/message
4. Για τον υπολογισμό του πλεονασμού, του πλεονασμού εξάρτησης και του ολικού πλεονασμού (τύποι 2.17 και 2.18 του βιβλίου, σελ. 74), υπολογίζουμε πρώτα την εντροπία πηγής χωρίς μνήμη. 

Ηχωρίς μνήμη (S) = -0,3007log0,3007-0,2454log0,2454-0,2075log2075-0,2463log0,2463=1,987

Η μέγιστη εντροπία της πηγής χωρίς μνήμη είναι βεβαίως 2, αφού έχουμε 4 σύμβολα.

Επομένως,

red=1-(1,987/2)=0,006,

redεξ =1-(1,5171/1,987)=0,236 και

redολ =1-(1,5171/2)= 0,242.

ΘΕΜΑ 5

Μια πηγή παράγει 8 διαφορετικά σύμβολα, τα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η και Θ, με πιθανότητες 1/8, 1/4, 1/16, 1/32, 1/4, 1/32, 1/8 και 1/8, αντίστοιχα. Ζητούνται τα ακόλουθα:

1. Ποιο γράμμα (σύμβολο) μεταφέρει τη μεγαλύτερη ποσότητα πληροφορίας και ποιο τη μικρότερη;

2. Αν σκεφτώ μια λέξη που πρέπει να μαντέψετε και σας πω το πρώτο γράμμα της, ποιο θα είναι μεγαλύτερης χρησιμότητας το Β ή το Ζ;

3. Να σχηματιστεί κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Huffman, με δυαδικό κωδικό αλφάβητο. 

4. Να υπολογιστεί και να σχολιαστεί η επίδοση του κώδικα Huffman.

Απάντηση

1. Σύμφωνα με τους ορισμούς στην Ενότητα 1.4 του βιβλίου, τη μεγαλύτερη ποσότητα πληροφορίας μεταφέρουν τα γράμματα με τη μικρότερη πιθανότητα εμφάνισης. Στην περίπτωσή μας, τα γράμματα με πιθανότητα 1/32, δηλαδή τα Δ και Ζ. Από την άλλη πλευρά, τη μικρότερη ποσότητα πληροφορίας μεταφέρουν τα γράμματα Β και Ε.

2. Το Ζ, αφού έχει μεγαλύτερη ποσότητα πληροφορίας. (Πρακτικά σημαίνει ότι μειώνεται έτσι κατά πολύ περισσότερο η αβεβαιότητα σε σχέση με τη ζητούμενη λέξη.)

3. Κώδικας Huffman

	Σύμβολα
	
	
	
	
	
	
	
	Κώδικας
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	1/2
	½  (0)
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Ε=S2
	1/4
	1/4
	1/4
	
	1/4
	¼ (0)
	 ½ (1)
	11

	Α=S3
	1/8
	1/8
	1/8
	1/4
	¼ (0)
	¼ (1)
	
	010

	Η=S4
	1/8
	1/8 
	1/8
	1/8 (0)
	¼ (1)
	
	
	011

	Θ=S5
	1/8 
	1/8 
	1/8 (0)
	1/8 (1)
	
	
	
	000

	Γ=S6
	1/16
	1/16 (0)
	1/8 (1)
	
	
	
	
	0010

	Δ=S7
	1/32 (0)
	1/16 (1)
	
	
	
	
	
	00100

	Ζ=S8
	1/32 (1)
	
	
	
	
	
	
	00111


4. To πληροφοριακό περιεχόμενο των συμβόλων και το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων που προέκυψαν είναι ίσα με 2,625. Επομένως, η επίδοση του κώδικα είναι 1, αφού logq=log2=1 (δείτε τύπο 2.9 του βιβλίου, σελ. 57). Επομένως, ο αλγόριθμος του Huffman μας οδήγησε σε έναν άριστο κώδικα. 

ΘΕΜΑ 6

Για την πηγή του θέματος 5, ζητούνται τα ακόλουθα: 

1. Να σχηματιστεί κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Fano, με δυαδικό κωδικό αλφάβητο.

2. Να σχηματιστεί κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Shannon, με δυαδικό κωδικό αλφάβητο.

Απάντηση

1. Τα σύμβολα της πηγής αφού διαταχθούν σε τάξη φθίνουσας πιθανότητας χωρίζονται σε δύο ομάδες με το δυνατόν ίσες αθροιστικές πιθανότητες (δείτε τον πίνακα). Τα δύο πρώτα σύμβολα περιλαμβάνονται στην 1η ομάδα και τα υπόλοιπα στη 2η ομάδα. Επιλέγουμε το ‘0’ ως το πρώτο κωδικό σύμβολο των κωδικών λέξεων της 1ης ομάδας και το ‘1’ για τις κωδικές λέξεις της 2ης ομάδας. Η πρώτη ομάδα χωρίζεται σε 2 υποομάδες με ένα σύμβολο η καθεμία. Επιλέγουμε και πάλι το ‘0’ για την 1η υποομάδα και το ‘1’ για τη 2. Έτσι καταλήγουμε στις κωδικές λέξεις των δύο πρώτων συμβόλων του πίνακα, τις ‘00’ και ‘01’. Κατά τον ίδιο τρόπο συνεχίζουμε και σε σχέση με τη δεύτερη ομάδα, την οποία χωρίζουμε σε δύο υποομάδες, εκ των οποίων η 1η περιλαμβάνει το 3ο και το 4ο σύμβολο του πίνακα και η άλλη όλα τα υπόλοιπα σύμβολα. Έτσι, καταλήγουμε στις ζητούμενες κωδικές λέξεις (δείτε τον πίνακα).  

Κώδικας Fano

	Σύμβολα
	Πιθανότητες
	Κώδικας

	Β=S1
	1/4
	00 (11)

	Ε=S2
	1/4
	01 (10)

	Α=S3
	1/8
	100 (011)

	Η=S4
	1/8
	101 (010)

	Θ=S5
	1/8 
	110 (001)

	Γ=S6
	1/16
	1110 (0001)

	Δ=S7
	1/32 
	11110 (00001)

	Ζ=S8
	1/32 
	11111 (00000)


2. Κώδικας Shannon

	Σύμβολα Πηγής
	Πιθανότητες

Συμβόλων
	Pi
	Μήκος li
	Ανάπτυγμα

του Pi
	Κωδικές Λέξεις

	B=S1  
	1/4
	P1 = 0
	l1 = 2
	.00000
	00

	E=S2
	1/4
	P2 = 1/4
	l2 = 2
	.01000
	01

	A=S3
	1/8
	P3 = 1/2
	l3 = 3
	.10000
	100

	H=S4
	1/8
	P4 = 5/8
	l4 = 3
	.10100
	101

	Θ=S5
	1/8
	P5 = 6/8
	l5 = 3
	.11000
	110

	Γ=S6
	1/16
	P6 = 7/8
	l6 = 4
	.11100
	1110

	Δ=S7
	1/32
	P7 = 15/16
	l7 = 5
	.11110
	 11110

	Ζ=S8
	1/32
	P8 = 31/32
	l8 = 5
	.11111
	11111


ΘΕΜΑ 7

Δίνεται ένα διακριτό κανάλι χωρίς μνήμη. Στην είσοδο του καναλιού εμφανίζονται τα σύμβολα xi, i=1, 2, με πιθανότητα εμφάνισης του x1, p(x1)=a. Στην έξοδο του καναλιού λαμβάνονται τα σύμβολα yj, j=1, 2, 3, όπου οι πιθανότητες μετάβασης pij=p(yj/xi)=p(xi/yj)= qji περιέχονται στον ακόλουθο πίνακα μετάβασης του καναλιού.
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1.  Να υπολογιστεί η ποσότητα πληροφορίας των συμβόλων εξόδου, H(Y).

2. Να υπολογιστεί η αβεβαιότητα H(Y/X).

3. Να υπολογιστεί η χωρητικότητα του καναλιού. 

Απάντηση

1. Πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τις πιθανότητες λήψης των κωδικών συμβόλων yj, j=1, 2, 3. Είναι 

p(y1)= p(y1,x1)+ p(y1,x2)=p(x1) p(y1/x1)+ p(x2) p(y1/x2)=a(1/2)+(1-a)(1/2)=1/2. 

Κατά ανάλογο τρόπο υπολογίζουμε 

p(y2)= p(y2,x1)+ p(y2,x2)=p(x1) p(y2/x1)+ p(x2) p(y2/x2)=(1+α)/4 και 
p(y3)= p(y3,x1)+ p(y3,x2)=p(x1) p(y3/x1)+ p(x2) p(y3/x2)=(1-α)/4.

Από τις πιθανότητες αυτές, των οποίων το άθροισμα είναι 1, υπολογίζουμε τη μέση πληροφορία της εξόδου του καναλιού.

Η(Υ)=-p(y1)log p(y1)-p(y2)logp(y2)-p(y3)log p(y3)=

=-(1/2)log(1/2)-((1+a)/4)log((1+a)/4) -((1-a)/4)log((1-a)/4)

=(1/2)-[((1+a)/4)(log(1+a) -2)] –[((1-a)/4)(log((1-a)-2), αφού ισχύει log(x/y)=logx-logy. 
=(3/2)-(1/4)(1+a)log(1+a)-(1/4)(1-a)log(1-a).

2. Πρώτα υπολογίζουμε τις συνδυασμένες πιθανότητες των συμβόλων εισόδου και εξόδου του καναλιού (δείτε και το ερώτημα 1).

Είναι p(x1,y1)= p(y1,x1)= p(x1) p(y1/x1)=α(1/2), 

p(x1,y2)= p(y2,x1)= p(x1) p(y2/x1)=α(1/2),

p(x1,y3)= p(y3,x1)= p(x1) p(y3/x1)=0,

p(x2,y1)= p(y1,x2)= p(x2) p(y1/x2)=(1-a)(1/2),

p(x2,y2)= p(y2,x2)= p(x2) p(y2/x2)=(1-a)(1/4),

p(x2,y3)= p(y3,x2)= p(x2) p(y3/x2)=(1-a)(1/4). 

Τώρα υπολογίζουμε την αβεβαιότητα του καναλιού

Η(Υ/Χ)=- p(x1,y1)logp(y1/x1) - p(x1,y2log p(y2/x1) - p(x1,y3)log p(y3/x1) - p(x2,y1) log p(y1/x2) - p(x2,y2)logp(y2/x2) - p(x2,y3)logp(y3/x2)=

=(a/2)+(a/2)+0+[(1/2)-(a/2)]+ [(1/2)-(a/2)]+ [(1/2)-(a/2)]=

=(3/2)-(a/2).

3. Για τον προσδιορισμό της χωρητικότητας του καναλιού θα πρέπει να βρούμε τις πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της εισόδου, για τις οποίες μεγιστοποιείται η αμοιβαία πληροφορία μεταξύ της εισόδου και της εξόδου του καναλιού, δηλαδή την τιμή α.
Είναι  


[image: image11.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

+

+

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

-

-

+

+

-

=

-

=

=

)

1

log(

)

1

(

4

1

)

1

log(

)

1

(

4

1

2

max

)

2

2

3

(

)

1

log(

)

1

(

4

1

)

1

log(

)

1

(

4

1

2

3

max

)]

/

(

)

(

[

max

)

;

(

max

)

(

)

(

)

(

)

(

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

X

Y

H

Y

H

Y

X

I

C

x

p

x

p

x

p

x

p


Η συνάρτηση αυτή μεγιστοποιείται όπως γνωρίζουμε για την τιμή του a που μηδενίζει την πρώτη της παράγωγο. Επομένως,
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Θέτοντας ανωτέρω την τιμή αυτή του a, λαμβάνουμε τη χωρητικότητα του καναλιού 

C=0,162 bits/symbol.
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