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ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ


Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2004-05)

2η Γραπτή Εργασία – Απαντήσεις
Θέμα 1

(A) Δίνεται το συνεχές σήμα xa(t) = 3cos100πt
(i) Να βρεθεί η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας ώστε να αποφευχθεί το φαινόμενο της επικάλυψης (aliasing)

(ii) Υποθέστε ότι το σήμα δειγματοληπτείται με συχνότητα fs=200Hz. Ποιο είναι το διακριτό σήμα που παίρνουμε μετά τη δειγματοληψία;

(iii) Υποθέστε ότι το σήμα δειγματοληπτείται με συχνότητα fs=75Hz. Ποιο είναι το διακριτό σήμα που παίρνουμε μετά τη δειγματοληψία;
(B) Δίνεται το συνεχές σήμα xa(t) = 3cos2000πt + 5sin6000πt + 10cos12000πt

(i) Ποια είναι η συχνότητα δειγματοληψίας Nyquist για αυτό το σήμα;


(ii) Υποθέστε ότι δειγματοληπτούμε το σήμα χρησιμοποιώντας συχνότητα δειγματοληψίας fs=5000Hz. Ποιο είναι το διακριτό σήμα που παίρνουμε μετά τη δειγματοληψία;

Απάντηση

(Α) 
(i)Η συχνότητα του συνεχούς σήματος είναι 2πf=100π ( f=50Hz, οπότε η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας βάσει του θεωρήματος του Nyquist, για να αποφευχθεί το φαινόμενο της επικάλυψης, θα είναι fs=2f=100Hz
(ii) Αν το σήμα δειγματοληπτείται σε συχνότητα fs=200Hz, τότε το διακριτό σήμα θα είναι
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μια που η περίοδος δειγματοληψίας θα είναι Ts=1/ fs =1/200 sec και παίρνονται δείγματα σε χρονικές στιγμές t=nTs=n/200.

(iii) Αντίστοιχα με το (β) ερώτημα, αν το σήμα δειγματοληπτείται σε συχνότητα fs=75Hz, τότε το διακριτό σήμα θα είναι
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(Β)

(i) Οι συχνότητες που υπάρχουν στο συνεχές σήμα είναι f1=1000Hz, f2=3000Hz, f3=6000Hz. Επομένως η μέγιστη συχνότητα του σήματος είναι fmax=6000Hz. Βάσει του θεωρήματος δειγματοληψίας του Nyquist, η συχνότητα δειγματοληψίας θα πρέπει να είναι fs >= 2 fmax = 12000Hz. Η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας Nyquist είναι fs = 12000Hz.

(ii) Μια που επιλέγεται fs = 5000Hz, η μέγιστη συχνότητα που μπορεί να αναπαρασταθεί μοναδικά από το δειγματοληπτημένο σήμα είναι η f = fs /2 = 2500Hz. Λαμβάνοντας υπόψη ότι τα δείγματα παίρνονται σε χρονικά διαστήματα t=nTs=n/ fs = n/5000, το διακριτό σήμα που παίρνουμε είναι:
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Θέμα 2

Πόσα δυαδικά ψηφία (bits) χρειάζονται σε ένα μετατροπέα A/D (αναλογικού σήματος σε ψηφιακό) αν ζητείται ένας λόγος σήματος προς θόρυβο κβαντισμού τουλάχιστο 90 dB; Θεωρούμε ότι το σήμα 
[image: image4.wmf])
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έχει κανονική κατανομή (Gaussian) με διασπορά 
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, και ότι η περιοχή λειτουργίας του κβαντιστή εκτείνεται από 
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, οπότε μόνο ένα δείγμα στα 1000 περίπου υπερβαίνει την περιοχή λειτουργίας του κβαντιστή).

Υπόδειξη

Για έναν ομοιόμορφο κβαντιστή των (L+1) επιπέδων ή (B+1) bits (
[image: image9.wmf]1
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) με σφάλμα κβαντισμού (θόρυβο) ομοιόμορφης κατανομής στο διάστημα [-Δ/2, Δ/2], ο λόγος σήματος προς θόρυβο υπολογίζεται από τη σχέση: 


[image: image10.wmf]x

X

B

SNR

s

max

log

20

81

.

10

02

.

6

-

+

=


Απάντηση

Για 
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, η πιο πάνω σχέση γίνεται
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Για να είναι 
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Οπότε ο αριθμός των bits θα πρέπει να είναι B+1=16
Θέμα 3

Να προσδιοριστεί η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας καθώς και η συχνότητα δειγματοληψίας του Nyquist για κάθε ένα από τα παρακάτω ζωνοδιαβατά σήματα:

(Α) το 
[image: image15.wmf])
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 είναι πραγματικό με μετασχηματισμό Fourier
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(B) το 
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(

t

x

 είναι πραγματικό με μετασχηματισμό Fourier 
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Υπόδειξη

Aν το εύρος ζώνης του ζωνοδιαβατού σήματος είναι 
[image: image21.wmf]1

2

f

f

B

-

=

, η κεντρική συχνότητα είναι 
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, ισχύει ότι 
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 και η τιμή της συχνότητας 
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είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του εύρους ζώνης Β, τότε η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας μπορεί να είναι 
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. Ακόμη και σε περιπτώσεις που ισχύουν όλες οι άλλες συνθήκες αλλά η τιμή της συχνότητας 
[image: image26.wmf]2
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 δεν είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του εύρους ζώνης Β, η συχνότητα δειγματοληψίας μπορεί να είναι μικρότερη της συχνότητας δειγματοληψίας του Nyquist.
Απάντηση

(Α) Το εύρος ζώνης του σήματος είναι 
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, άρα ακέραιο πολλαπλάσιο του B, οπότε η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας θα είναι 
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Η συχνότητα δειγματοληψίας του Nyquist είναι 
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(Β) Το εύρος ζώνης εδώ είναι 
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, ενώ 
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, δηλαδή δεν αποτελεί ακέραιο πολλαπλάσιο του B. Παίρνουμε 
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, έτσι ώστε η τιμή της 
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 να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του νέου εύρους ζώνης Β’. Έτσι η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας είναι 
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Η συχνότητα δειγματοληψίας του Nyquist είναι 
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Θέμα 4

Δίνεται το σήμα 
[image: image38.wmf](
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. Το σήμα αυτό πρόκειται να διαμορφώσει κατά πλάτος φέρον σήμα 
[image: image39.wmf](
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 [f1=30kHz, f2=40kHz, f3=20kHz, fc=1MHz].

(A) Να υπολογιστούν τα σήματα ΑΜ και DSB στο χρόνο, να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Fourier τους και να παρασταθεί γραφικά το αμφίπλευρο φάσμα πλάτους τους. 

(B) Να παρασταθεί γραφικά το αμφίπλευρο φάσμα του αντίστοιχου σήματος SSB κάτω πλευρικής ζώνης και να προταθεί ένας τρόπος δημιουργίας του. 

(Γ) Σήμα με εύρος ζώνης 60 KHz θα διαμορφώσει κατά πλάτος ημιτονικό φέρον 
[image: image40.wmf](
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 [fc=1 MHz] με τις μεθόδους DSB, AM, SSB. Να υπολογιστεί το απαιτούμενο εύρος ζώνης για καθένα από τα σήματα.

(Δ) Τα τρία σήματα του ερωτήματος (Γ) μεταδίδονται από ένα ασύρματο κανάλι που παρουσιάζει εξασθένηση 30dB και με προσθετικό λευκό θόρυβο φασματικής πυκνότητας ισχύος n/2=10-9 W/Hz. Να υπολογιστεί η απαιτούμενη ισχύς μετάδοσης για κάθε σήμα (DSB, SSB, AM με σύγχρονη αποδιαμόρφωση) ώστε ο σηματοθορυβικός λόγος στην έξοδο του συστήματος να είναι μεγαλύτερος των 45 dB.
Απάντηση
(Α) 

Το σήμα γράφεται
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(fΗ=60kHz, fL=20kHz)

Για τη διαμόρφωση ΑΜ έχουμε:
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Για τη διαμόρφωση DSB έχουμε 
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Ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος ΑΜ είναι
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Ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος DSB είναι
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Το φάσμα του σήματος ΑΜ είναι 
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Το αντίστοιχο φάσμα για το DSB είναι:
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(Β) 

Το φάσμα του σήματος SSB κάτω πλευρικής είναι:
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Μπορεί να δημιουργηθεί από το αντίστοιχο DSB σήμα με διαβίβασή του:

· από ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο με συχνότητα αποκοπής μεγαλύτερη των 980 kHz και μικρότερη των 1020 KHz. 

· Από ιδανικό ζωνοπερατό φίλτρο με ζώνη διέλευσης την περιοχή [940kHz, 980kHz]

(Γ) Το εύρος ζώνης ΑΜ και DSB σημάτων είναι ισο με  W=2fx=120kHz.

Το εύρος ζώνης του SSB είναι ίσο με W=fx=60kHz
(Δ) 

Για το σήμα ΑΜ έχουμε:
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οπότε 
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Για τα σήματα DSB και SSB έχουμε:
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οπότε 
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Θέμα 5

Εστω το  διαμορφωμένο κατά γωνία σήμα 
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Να βρεθεί το σήμα βασικής ζώνης και το εύρος ζώνης αν θεωρηθεί το x(t) ως σήμα:

(Α) PM με σταθερά απόκλισης φάσης kp=2.

(Β) FM με σταθερά απόκλισης συχνότητας kf=30.
Απάντηση

(Α) Για την περίπτωση PM η γενική σχέση του σήματος είναι
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Οπότε, 
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Και το ζητούμενο σήμα είναι:


[image: image58.wmf](

)

(

)

t

t

x

p

500

sin

1

.

0

=


Το εύρος ζώνης θα ισούται με 
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για fx=250Hz, W=600 Hz
(Β) Για την περίπτωση FM η γενική σχέση του σήματος είναι
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O δείκτης διαμόρφωσης θα είναι  
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Για kf=30, ωx=500π έχουμε Ax=10.47

Και το ζητούμενο σήμα είναι:
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Το εύρος ζώνης θα ισούται με 
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για fx=250Hz  W=600Ηz
Θέμα 6

Έστω ότι έχουμε σήμα διαμορφωμένο κατά γωνία:
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με 
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Να βρεθεί ο δείκτης διαμόρφωσης και το εύρος ζώνης συχνοτήτων όταν το σήμα βασικής ζώνης έχει συχνότητες fm, 2fm , 0.5fm και θεωρώντας το σήμα 

(Α) PM 

(Β) FM

Απάντηση

(Α) Για την περίπτωση PM η γενική σχέση του σήματος είναι
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Άρα ο δείκτης διαμόρφωσης θα είναι  
[image: image67.wmf]5

.

0

=

=

x

p

A

k

b

, και είναι ανεξάρτητος  της συχνότητας του σήματος βασικής ζώνης.

Το εύρος ζώνης θα ισούται με 
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για fx=6kHz, W=18 kHz
για fx=12kHz, W=36kHz 

για fx=3kHz, W=9 kHz
(Β) Για την περίπτωση FM η γενική σχέση του σήματος είναι
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Άρα ο δείκτης διαμόρφωσης θα είναι  
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, εξαρτάται από τη συχνότητα του σήματος βασικής ζώνης και θα ισούται με:

για fx=6kHz, β=0.5

για fx=12kHz, β=0.25

για fx=3kHz, β=1 

Το εύρος ζώνης θα ισούται με 
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Οπότε για fx=6kHz, W=18 kHz
για fx=12kHz, W=30kHz 

για fx=3kHz, W=12 kHz
Θέμα 7
(Α) Έστω ότι το σήμα Acos(20πt) [cos(10πt)]2 – A/2 [sin(20πt)]2 – Asin(30πt)sin(10πt) διαμορφώνει ταυτόχρονα δύο διαμορφωτές FM των οποίων τα φέροντα είναι συχνοτήτων 6.0 και 6.06 MHz αντίστοιχα. Οι διαμορφωτές είναι εντελώς ίδιοι ως προς τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά τους, ενώ οι μέγιστες αποκλίσεις συχνότητας των γωνιακά διαμορφωμένων σημάτων είναι 40 KHz και 80 KHz αντιστοίχως. Να εκτιμηθεί το εύρος ζώνης που απαιτείται για την μετάδοση του σύνθετου σήματος.

(Β) Έστω ότι έχουμε ένα σύστημα Διαμόρφωσης Δέλτα που εφαρμόζεται στο ημιτονοειδές σήμα x(t) = Acos(2πfxt). Να δειχθεί ότι με την υπόθεση ότι δεν υπάρχει παραμόρφωση υπερφόρτωσης κλίσης, ο μέγιστος λόγος σήματος προς θόρυβο κβαντοποίησης εξόδου αυξάνει κατά 9.54 dΒ όταν τριπλασιάζεται ο ρυθμός δειγματοληψίας. Θεωρούμε ότι το σφάλμα καβαντοποίησης στην διαμόρφωση Δέλτα βρίσκεται στο διάστημα (-Δ, Δ)
Απάντηση

(Α) Το διαμορφώνον σήμα είναι A cos(20 π t) [cos(10 π t)]2 – A/2 [sin(20 π t)]2 – A sin(30 π t) sin(10 π t) = A cos(10 π t) [cos(20 π t) cos(10 π t) - sin(20 π t) sin(10 π t)] - A sin(30 π t) sin(10 π t) = A cos(30 π t) cos(10 π t) - A sin(30 π t) sin(10 π t) = A  cos(40 π t).  
Επομένως είναι fx = 20 Hz η συχνότητα του διαμορφώνοντος σήματος. Κατά συνέπεια,  β1 = Δω / ωx = Δf / fx = 40 KHz/ 20 Hz = 2000 και παρόμοια β2 = Δω / ωx = Δf / fx = 80 KHz/ 20 Hz = 4000

Το εύρος ζώνης που απαιτείται για την μετάδοση του πρώτου γωνιακά διαμορφωμένου σήματος είναι W1 = 2 (1+2000) fx = 80.04 KHz. (σχέση 3.49 του βιβλίου σε KHz).  Παρόμοια είναι W2 = 2 (1+4000) fx = 160.04 KHz

Xρειάζεται προσοχή για την εύρεση του κοινού εύρους ζώνης, δεδομένης της επικάλυψης που θα συμβεί των φασμάτων των δύο γωνιακά διαμορφωμένων σημάτων. Το πρώτο σήμα θα μεταδίδεται στην περιοχή των συχνοτήτων (6000-40.02, 6000+ 40.02) KHz = (5959.98, 6040.02) KHz ενώ το δεύτερο στην περιοχή συχνοτήτων (6060-80.02, 6060 + 80.02) KHz = (5979.98, 6140.02) KHz.  Επομένως το συνολικό εύρος ζώνης που απαιτείται είναι (5959.98, 6140.02) KHz = 180.04 KHz

Παρατήρηση: η σχέση 3.49, τύπος του Carson, ισχύει τόσο για μικρά όσο και για πολύ μεγάλα β. Προβλήματα στην ακρίβεια υπάρχουν μόνο για β περίπου ίσο με την μονάδα.  Επίσης θα  μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε την σχέση στην σελίδα 100 του βιβλίου στον υπολογισμό του εύρους ζώνης. Δηλ. W = 2 Δf για D>>1, οπότε W1= 80 KHz και W2=160 KHz που επιβεβαιώνει τις πολύ μικρές διαφορές των δύο προσεγγίσεων. Και οι δύο απαντήσεις λοιπόν είναι ισοδύναμες. Με χρήση του τύπου της σελ. 100 το αποτέλεσμα είναι 180 KHz αντί για 180.04 KHz που προκύπτει ακολουθώντας την σχέση 3.49 του Carson.
(Β) Για να μην υπάρχει υπερφόρτωση κλίσης στην διαμόρφωση Δέλτα πρέπει Δ/Ts ≥ |dx(t)/dt|max. Αυτό εξάγεται από τον ίδιο τον αλγόριθμο της διαμόρφωσης όπως περιγράφεται στην παράγραφο 4.3.2 του βιβλίου. Επομένως: Δ/Ts ≥ 2π A fx => A ≤ Δ/ (Ts 2π  fx).  Αλλά τότε δεδομένου ότι η ισχύς του ημιτονοειδούς σήματος είναι P = A2/2 => Pmax = [Δ/ (Ts 2π  fx)]2 /2 = Δ2 fs2/(8 π2 fx2 ). 

Από την άλλη πλευρά η ισχύς του θορύβου, για ομοιόμορφη κατανομή θορύβου κβάντισης στο διάστημα (-Δ, Δ) είναι (όπως στο παράδειγμα 4.3 σελίδες 121-122)     

Νq = 
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Επομένως, (SNR)max = 10 log (Pmax/Nq) = 10 log [Δ2 fs2/(8 π2 fx2 )/ Δ2/3] = 10 log [3 fs2/(8 π2 fx2 )]. Για τριπλασιασμό της fs είναι: (SNR)max|f’s=3fs = 10 log [3 * 9 fs2/(8 π2 fx2 )] = 10 log 9 + 10 log [3 fs2/(8 π2 fx2 )] = 9.54 + (SNR)max|f’s=fs
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