[image: image45.png]@




ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ


Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2004-05)

1η Γραπτή Εργασία - Λύσεις
Θέμα 1
Για κάθε ένα από τα παρακάτω σήματα εξετάστε αν είναι περιοδικό και αν ναι, ποια είναι η περίοδός του.
(α) x(t) = πcos(πt + π) 


(β) x(t) = ej(-πt+π) 



(γ) x(t) = sin2(t/3)


(δ) x(t) = sin(t + π) + cos(πt)9εε

(ε) x(t) = cos(πt) sin(t/2) 

(στ) x(t) = cos(2t) sin(t/2)

Λύση

(α) Είναι περιοδικό με Τ=2 αφού cos(πt + π) = -cos(πt)
(β) Είναι περιοδικό με Τ=2 αφού ej(-πt+π) = ej(-πt) ejπ
(γ) Είναι περιοδικό με Τ=3π αφού sin2(t/3) = ½ -  ½cos(2t/3)

(δ) Μη περιοδικό, αφού το sin(t + π) έχει περίοδο Τ=2π και το cos(πt) έχει Τ=2 και ο λόγος είναι άρρητος (π)

(ε) Μη περιοδικό, αφού cos(πt) sin(t/2) = ½ sin(t/2-πt) + ½ sin(t/2+πt) και Τ1=2π/(1/2 –π) και Τ2=2π/(1/2 +π), και ο λόγος Τ1/Τ2 είναι άρρητος.

(στ) Είναι περιοδικό αφού cos(2t) sin(t/2) = ½ sin(t/2-2t) + ½ sin(t/2+2t) και Τ1=2π/(3/2) και Τ2=2π/(5/2), και ο λόγος Τ1/Τ2=5/3. Η περίοδος είναι 4π.
Θέμα 2

Δίνεται το γραμμικό και χρονικά αμετάβλητο σύστημα του παρακάτω σχήματος, γνωστό και ως φίλτρο RL, με είσοδο το σήμα της πηγής ρεύματος 
[image: image1.wmf])
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και έξοδο το ρεύμα του πηνίου 
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(α) Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας του συστήματος 
[image: image4.wmf])
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(β) Υπολογίστε το πλάτος της απόκρισης συχνότητας του συστήματος, αναφέρετε τον τύπο του φίλτρου και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

(γ) Αν 
[image: image5.wmf])
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, να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Fourier της εξόδου του συστήματος 
[image: image6.wmf])
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Υποδείξεις: 

· Σε ένα γραμμικό και χρονικά αμετάβλητο σύστημα,  περιγράφεται από σχέση γραμμικής συνέλιξης, όπου η έξοδος του συστήματος 
[image: image7.wmf])
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δίνεται από την γραμμική συνέλιξη της εισόδου 
[image: image8.wmf])

(

t

x

και της κρουστικής του απόκρισης 
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. Στο πεδίο συχνοτήτων η σχέση αυτή μετατρέπεται ως εξής: 
[image: image10.wmf])
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· Χρησιμοποιείστε τον νόμο των ρευμάτων του Kirchoff για την ανάλυση του κυκλώματος όπου το αλγεβρικό άθροισμα των ρευμάτων σε ένα κόμβο είναι 0. Επίσης η τάση στα άκρα ενός πηνίου δίνεται από τον τύπο 
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Λύση

(α)
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(β) 
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Αποτελεί κατωδιαβατό φίλτρο με συχνότητα αποκοπής των 3dB=ωc=R/L, μια που για συχνότητα 0 είναι 
[image: image14.wmf]1
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, ενώ καθώς η συχνότητα αυξάνεται το πλάτος της απόκρισης τείνει στο 0. Για  ω=ωc=R/L, το πλάτος είναι ίσο με 0.707. Η έκφραση 20log(0.707) κατά απόλυτη τιμή μας δίνει ως αποτέλεσμα τα 3dB, στα οποία αντιστοιχεί η συχνότητα αποκοπής ωc.
(γ) Ο Μ/Σ Fourier του σήματος εισόδου είναι: 
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Ο Μ/Σ Fourier της εξόδου θα δίνεται από το γινόμενο του Μ/Σ Fourier της εισόδου και της απόκρισης συχνότητας του συστήματος
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Θέμα 3

(α) Να βρεθεί ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος  x(t)=u(t+a)-u(t-a)
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(β) Αν για το σήμα x(t) ισχύει ότι  Χ(ω)=0, για 
[image: image18.wmf]c
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Λύση

(α) 
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(β) Από το (α) δείξαμε ότι 
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Με βάση το θεώρημα δυαδικότητας θα ισχύει ότι
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Συνεπώς, θα έχουμε
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Από το θεώρημα συνέλιξης,
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Αν α>ωc, (κι επειδή Χ(ω)=0, για 
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w

w

>

),τότε
[image: image26.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

w

a

w

w

w

X

u

a

u

X

=

-

-

+

  ,

Οπότε 
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Θέμα 4

Το σήμα της Εικόνας (1) αποτελείται από 6 σήματα όπως φαίνεται στην Εικόνα (2).

(α) Να σχεδιασθεί το μονόπλευρο φάσμα του σήματος στην Εικόνα (1).

(β) Το σήμα περνά από ένα ζωνοπερατό φίλτρο με κεντρική συχνότητα τα 140 Hz και εύρος ζώνης τα 160 Hz. Να σχεδιασθεί η απόκριση συχνότητας του φίλτρου.

(γ) Να καθορίσετε τις συνιστώσες που θα απομακρυνθούν όταν το σήμα της Εικόνας (2) περάσει μέσα από το φίλτρο.

[image: image28.png]Voiage

Teme (sec)




[image: image29.png]




(Εικόνα 1)
(Εικόνα 2)

Λύση

(α) Το μονόπλευρα φάσμα πλάτους φαίνεται στο παρακάτω σχήμα
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(β) Το πάνω όριο του φίλτρου θα είναι 140+(160/2)=220 Hz ενώ το κάτω όριο του φίλτρου θα είναι 140-(160/2)=60 Hz. H απόκριση συχνότητας του φίλτρου φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

[image: image31.wmf]0 
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(γ) To φίλτρο θα απομακρύνει όλες τις συχνότητες που είναι μικρότερες από 60 Hz και τις συχνότητες που είναι μεγαλύτερες από 220 Hz. Θα απομακρυνθούν οι συνιστώσες των 0 Hz, 50 Hz, 250 Hz, 350 Hz και 450 Hz
Θέμα 5

(α) Να αποδειχθεί η παρακάτω ιδιότητα της συμμετρικότητας του μετασχηματισμού Fourier

[image: image32.wmf](
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(β) Να βρεθεί το σήμα x(t) στο πεδίο του χρόνου λαμβάνοντας υπόψιν ότι ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος x(t) [X(f)] φαίνεται στο παρακάτω σχήμα (Υπόδειξη: Να θεωρήσετε ότι το σήμα x(t) προκύπτει από τη συνέλιξη ενός τετραγωνικού παλμού με τον εαυτό του).
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Λύση

(α) Εφαρμόζοντας τον τύπο του μετασχηματισμού Fourier έχουμε 
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(β) Ο μετασχηματισμός Fourier Χ(f) προκύπτει από τη συνέλιξη του σήματος G(f) όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα
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Η συνάρτηση g(t) με βάση την Άσκηση Αξιολόγησης 2.4 του βιβλίου είναι η ακόλουθη:
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Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της συνέλιξης ισχύει 
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Θέμα 6

(α) Να αποδειχθεί ότι ο μετασχηματισμός Fourier F(cos(w0*t)) = πδ(w-w0) + πδ(w+w0), όπου δ(t)=0 αν t ≠ 0 και 
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(β) Να υπολογισθεί η θεμελιώδης περίοδος του σήματος                                                
· x(t) = 4 cos((3/7) πt) + 6 sin((5/11) πt)
· x(k)= sin (π + 0.4 k) όταν k είναι ακέραιος

Λύση

(α) Είναι (σχέση 2.8 με αντικατάσταση μεταβλητής f=w/(2π)) F-1{δ(w±w0)}=1/(2π)  
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 = 1/(2π) e±jw0t αφού είναι δ(w)=0 οπουδήποτε αλλού εκτός από w=0. {Επίσης, δείτε το βοηθητικό υλικό που σας εστάλη, βιβλίο Σήματα και Συστήματα του κ. Θεοδωρίδη, κεφάλαιο 1, σχέση 1.44




}

Αυτό σημαίνει, λόγω της ιδιότητας της μοναδικότητας του μετασχηματισμού Fourier δηλ. F-1(F(f(t)))=f(t) (όπου με F(f(t)) συμβολίζουμε τον ευθύ μετασχηματισμό Fourier της f(t) και με F-1(g(w)) τον αντίστροφο της g(w)), πως  F[F-1{δ(w±w0)}] = 1/(2π)*F{e±jw0t} => F{e±jw0t} = 2π {δ(w±w0)}, και η απόδειξη συνεχίζει απλά με βάση το γνωστό ανάπτυγμα cos(w0*t)=½(ejw0t + e-jw0t). Δηλ. F(cos(w0*t))= F(½(ejw0t + e-jw0t)) = ½{ 2π {δ(w+w0)}+ 2π {δ(w-w0)} }= π {δ(w+w0)}+ π {δ(w-w0)}, όπως ακριβώς ζητείται.

Προσοχή: λόγω απειρισμού των ορίων, δεν θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί ο ευθύς Μ.Σ. Fourier.
Εναλλακτικά, ξεκινώντας από τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier:
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Λόγω της 1.44 πιο πάνω,
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και επειδή 
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[image: image44.wmf])
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(β) 

· Είναι Τ1=2π/ω=14/3, Τ2=2π/ω=22/5. Το πηλίκο Τ1/Τ2 είναι ρητός αριθμός. T=m*T1=k*T2 (άσκηση αυτοαξιολόγησης 2.1) με m, k ακεραίους => T=EKΠ(14, 22)= 154 αφού τότε προφανώς Τ/Τ1 =ακέραιος m, T/T2=ακέραιος k και T είναι το ΕΚΠ. 

· Είναι sin(π + 0.4 k) περιοδικό ως προς k αν υπάρχει K τέτοιο ώστε sin(π + 0.4 k) = sin(π+ 0.4(k+K)) = sin(π + 0.4k + 0.4K). Αυτό συμβαίνει κατ’ αναλογία με τον γνωστό ορισμό 2.1 του βιβλίου μας για συνεχή σήματα. Εδώ όμως πρέπει να προσέξουμε ότι αφού k εξ’ ορισμού είναι ακέραιος η περίοδος K του υπό ανάλυση σήματος (αν τελικά είναι περιοδικό) δεν μπορεί παρά να είναι ακέραιος, αφού το σήμα ορίζεται ΜΟΝΟ ΣΤΟΥΣ ΑΚΕΡΑΙΟΥΣ ΑΡΙΘΜΟΥΣ. Αντίθετα στα σήματα συνεχούς χρόνου, όπως αυτά που αφορά η σχέση 2.1 του βιβλίου μας, αφού ορίζονται σε όλο το πεδίο των πραγματικών αριθμών, η ζητούμενη περίοδός τους T μπορεί να είναι οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός θετικός (δείτε πάλι σχέση 2.1, σελ. 40). Η σχέση τώρα sin(π + 0.4 k) = sin(π + 0.4k + 0.4K) που όπως είπαμε στην αρχή είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη περιοδικότητας του αρχικού μας σήματος προκειμένου να ισχύει- λόγω της περιοδικότητας των ημιτόνων sin(x) = sin(x+ 2μ π), με περίοδο T= 2π, όπου x πραγματικός και μ ακέραιος – θα πρέπει (αν θεωρήσουμε προφανώς x = 0,4k + π) να είναι  0.4K = 2 μ π =  πολλαπλάσιο {2π} . Αυτό όμως είναι πράγμα αδύνατο αφού Κ ακέραιος, όπως υποδείξαμε ανωτέρω.
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