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Βασικές Αρχές Συνδυαστικής ...

Θεώρηµα 1. Πολλαπλασιαστικός Κανόνας (m*n)
Έστω ένα σύνολο Α={α1,α2,...,αm} µε m στοιχεία και ένα άλλο σύνολο 
Β={b1,b2,…,bn} µε n στοιχεία. Τότε ο αριθµός όλων των δυνατόν ζευγών 
τύπου (αi,bj), i=1,…,m, j=1,…n, είναι m*n
Ή, αν µια διαδικασία µπορεί να αναλυθεί τµηµατικά σε δύο διαδοχικά βήµατα 
έτσι ώστε κατά τη διάρκεια του 1ου βήµατος είναι δυνατόν να πάρουµε m 
πιθανά αποτελέσµατα ενώ κατά τη διάρκεια του 2ου βήµατος κάθε ένα από 
τα m αποτελέσµατα είναι δυνατόν να δώσει n επιπλέον πιθανά 
αποτελέσµατα τότε το πλήθος όλων των δυνατών αποτελεσµάτων και για τα 
δύο βήµατα της διαδικασίας είναι m*n

Θεώρηµα 2. Γενίκευση πολλαπλασιαστικού κανόνα m*n για 
περισσότερα από δύο σύνολα

Έστω Α1, Α2, ... Ακ, σύνολα µε το κάθε ένα µε n1, n2,… nk στοιχεία. Τότε ο 
αριθµός των κ-δων που µπορούν να δηµιουργηθούν είναι n1*n2*…*nk
Η εναλλακτικά, για περισσότερα των δύο βηµάτων
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Παράδειγµα 1
Ποιο είναι το πλήθος όλων των δυνατών ζευγών 
που µπορούµε να δηµιουργήσουµε από 8 άνδρες 
και 6 γυναίκες;
8*6=48 1
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Βασικές Αρχές Συνδυαστικής ...

Παράδειγµα 2
Υποθέστε ότι θέλετε να φτιάξετε πινακίδες αυτοκινήτων οι οποίες 
αποτελούνται από 7 αλφαριθµητικούς χαρακτήρες εκ των οποίων 
οι πρώτοι 3 είναι γράµµατα και οι υπόλοιποι 4 είναι ψηφία. 
Υπολογίστε, το σύνολο των πινακίδων που µπορείτε να 
διαθέσετε στις παρακάτω περιπτώσεις
Ο κάθε αριθµός του αυτοκινήτου δεν µπορεί να περιλαµβάνει δύο 
ίδια γράµµατα ή αριθµούς

24*23*22*10*9*8*7
Ο κάθε αριθµός του αυτοκινήτου είναι δυνατόν να περιλαµβάνει 
επαναλήψεις χαρακτήρων

24*24*24*10*10*10*10 = 243*104

Εάν επιτρέπεται η επανάληψη χαρακτήρων πόσες πινακίδες 
αποτελούνται από µόνο φωνήεντα και από ζυγά ψηφία;

7*7*7*5*5*5*5
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Παράδειγµα 3
Υποθέστε ότι ένα κυλικείο προσφέρει 6 διαφορετικά είδη 
κρουασάν, 8 διαφορετικά είδη σάντουιτς, και 5 διαφορετικά 
είδη ροφηµάτων (ζεστό εσπρέσσο, ζεστό τσάι, κρύο τσάι, 
κρύο εσπρέσσο και κρύα φρέσκια πορτοκαλάδα). Κάποιος 
αναλαµβάνει να εκτελέσει την παρακάτω παραγγελία, είτε 
ένα κρουασάν και ένα οποιοδήποτε ζεστό ρόφηµα, είτε ένα 
σάντουιτς και ένα κρύο ρόφηµα. Ποιοι είναι όλοι οι δυνατοί 
συνδυασµοί εκτέλεσης της παραγγελίας;

6 είδη κρουασάν * 2 είδη ζεστών ροφηµάτων
8 είδη σάντουιτς * 3 είδη κρύων ροφηµάτων
Συνολικά 6*2+8*3=36 διαφορετικοί τρόποι εκτέλεσης της  
παραγγελίας
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Ορισµός 1: Μετάθεση n (διακεκριµένων) στοιχείων λέγεται κάθε 
τοπoθέτησή τους σε σειρά πάνω σε ευθεία γραµµή.
Ορισµός 2: ∆ιάταξη n (διακεκριµένων) στοιχείων ανά r, 1≤r≤n, 
λέγεται κάθε τοποθέτηση r στοιχείων από τα n σε σειρά πάνω σε
ευθεία γραµµή.
Η µετάθεση n στοιχείων είναι ειδική περίπτωση της διάταξης
στοιχείων
Μας ενδιαφέρει η σειρά αβγ≠γβα
Σε πολλά προβλήµατα µας ενδιαφέρει ο αριθµός των διατάξεων που
µπορούν να γίνουν από n στοιχεία.
Εφαρµογή των πολλαπλασιαστικών κανόνων οδηγεί στα παρακάτω 
θεωρήµατα που υπολογίζουν τον αριθµό µεταθέσεων και διατάξεων
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Παράδειγµα 4
Σε µία τάξη 10 φοιτητών θέλουµε να επιλέξουµε 5 
και να τους τοποθετήσουµε σε µια διάταξη των 5. 
Ποιος είναι ο συνολικός αριθµός των 
διαφορετικών διατάξεων;

Εφαρµογή πολλαπλασιαστικού κανόνα

10*9*8*7*6= 10*9*8*7*6*                  = 10!/5!
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Θεώρηµα 3. (Πλήθος Μεταθέσεων)
Έστω Pn

n (ή (n)n) το πλήθος (αριθµός) των 
µεταθέσεων n διακεκριµένων στοιχείων είναι:     
Pn

n =n(n-1)…2*1=n!
Θεώρηµα 4. (Πλήθος ∆ιατάξεων)
Έστω Pr

n (ή (n)r) το πλήθος (αριθµός) των 
διατάξεων n διακεκριµένων στοιχείων ανά r. Τότε 
Pr

n =n(n-1)…(n-r+1)=n!/(n-r)!
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Βασικές Αρχές Συνδυαστικής ...
Θεώρηµα 5. ∆ιάταξη µε µη διακεκριµένα στοιχεία

Έστω n µη διακεκριµένα στοιχεία από τα οποία r1 είναι όµοια
µεταξύ τους, r2 είναι επίσης όµοια κ.ο.κ, όπου r1+r2+…+rk=n. 
Ο αριθµός των διατάξεων n µη διακεκριµένων στοιχείων
δίνεται από τους τύπους των πολυωνυµικών συντελεστών. Οι
µεταθέσεις αυτές λέγονται και επαναληπτικές

Πολυωνυµικοί Συντελεστές
Έστω οι ακέραιοι και θετικοί αριθµοί r1,r2,…rk µε r1+r2+…+rk=n. 
Ο αριθµός των τρόπων µε τους οποίους ένας πληθυσµός από 
n διακεκριµένα στοιχεία µπορεί να χωριστεί σε k µέρη, το 
πρώτο µε r1 στοιχεία, το δεύτερο µε r2 στοιχεία, κ.ο.κ είναι 

Παράδειγµα 5: Βρείτε όλες τις δυνατές µεταθέσεις της λέξης
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

−

−

1

21

2

1

121
,...,,

...
...

!!...!
!

21
k

k

k

n
rrr r

rrn
r

rn
r
n

rrr
nC

k

151200
!1!1!1!1!1!3!2

!10
=



©2006, Σπύρος ∆ενάζης
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Παράδειγµα 6
∆ίδεται ότι 6 άνθρωποι A,B,C,D,E,F κάθονται γύρω από µια στρογγυλή τράπεζα. Ποιος είναι 
ο αριθµός των διαφορετικών διατάξεων αν θεωρήσουµε ότι οι διατάξεις που προκύπτουν από 
περιστροφή των θέσεων είναι ίδιες;

Λύση (1ος Τρόπος)
Το πλήθος όλων των δυνατών µεταθέσεων είναι 6!, π.χ ABEFCD, CDABEF, ADCFEB, 
DACBFE
Κάθε µια από αυτές τις µεταθέσεις έχει 6 µεταθέσεις οι οποίες ανήκουν σε περιστροφή της 
µετάθεσης στον κύκλο
Άρα το πλήθος των διατάξεων είναι 6!/6=5!
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Παράδειγµα 6
∆ίδεται ότι 6 άνθρωποι A,B,C,D,E,F κάθονται γύρω από µια στρογγυλή τράπεζα. Ποιος είναι 
ο αριθµός των διαφορετικών διατάξεων αν θεωρήσουµε ότι οι διατάξεις που προκύπτουν από 
περιστροφή των θέσεων είναι ίδιες;

Λύση (2ος Τρόπος)
Εάν επιλέξουµε έναν αντιπρόσωπο από τους έξη ανθρώπους π.χ τον Α και τον βάλουµε σε 
µία από τις θέσεις τότε αποµένουν 5 θέσεις να καταληφθούν από τους υπόλοιπους 5. Αυτό 
είναι δυνατόν να γίνει µε 5! τρόπους 
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Παράδειγµα 7
Αν οι 6 αυτοί άνθρωποι αποτελούν ζευγάρια µε τα A,B,C να είναι γυναικείου φύλου και τα 
D,E,F ανδρικού φύλου µε πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούν να τοποθετηθούν γύρω
από µια στρογγυλή τράπεζα έτσι ώστε τα δύο φύλα να κάθονται εναλλάξ. Πάλι θεωρούµε ότι 
οι διατάξεις που προκύπτουν από περιστροφή των θέσεων είναι ίδιες;

Λύση (βάσει του 2ου Τρόπου του παραδείγµατος 6)
Εάν επιλέξουµε έναν αντιπρόσωπο από τους έξη ανθρώπους π.χ τον Α που είναι γυναίκα 
τότε µένουν πέντε θέσεις όπως στο σχήµα να τοποθετηθούν οι υπόλοιποι µε τη συγκεκριµένη 
διάταξη. Για τη θέση του Άνδρα 1 έχουµε 3 επιλογές για τη θέση της Γυναίκας 2 έχουµε 2 
επιλογές, για τη θέση του Άνδρα 2 έχουµε 2 επιλογές αφού την µία θέση ήδη την καταλάβαµε 
και τέλος για τις θέσεις Γυναίκα 3 και Άνδρα 3 έχουµε από µία επιλογή. 
Με βάση τον πολλαπλασιαστικό κανόνα έχουµε 3*2*2*1*1=12 διαφορετικές διατάξεις

Α
Άνδρας 1

Γυναίκα 2

Άνδρας 2

Άνδρας 3

Γυναίκα 3
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Ορισµός 3: Κάθε σύνολο r στοιχείων, 1≤r≤n, από n
(διακεκριµένα) στοιχεία λέγεται συνδυασµός των n
στοιχείων ανά r.

∆εν είναι διατεταγµένα δηλ. δεν µας ενδιαφέρει η σειρά, 
αβγ=γβα=βαγ=βγα

Θεώρηµα 6.
Έστω Cr

n (ή (n
r) το πλήθος (αριθµός) των 

συνδυασµών n διακεκριµένων στοιχείων ανά r. 
Τότε µε δεδοµένο ότι από κάθε συνδυασµό 
µπορούµε να δηµιουργήσουµε r! διατάξεις,
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Οι συνδυασµοί µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για να βρούµε τους 
τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να 
χωρίσουµε ένα σύνολο n στοιχείων σε δύο 
οµάδες, η µία µε r στοιχεία και η άλλη µε n-r. 
Ο αριθµός αυτός είναι (n
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Βασικές Αρχές Συνδυαστικής ...

Θεώρηµα 7.
Για όλους τους φυσικούς αριθµούς n,r, n≥r
ισχύει:

Υπενθύµιση  
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Παράδειγµα 8
Για να κερδίσει κάποιος στο Λόττο πρέπει να βρει 5 αριθµούς 
από το σύνολο το πιθανών πεντάδων που µπορεί να 
δηµιουργηθούν από τους αριθµούς 1 έως 49. Επιπλέον θα 
πρέπει να βρει και ένα αριθµό (τον έκτο) από το 1 έως 42. Ποιο 
είναι το σύνολο όλων των δυνατών συνδυασµών;
Το σύνολο όλων των δυνατών συνδυασµών για τις πεντάδες 
αριθµών από το 1-49 είναι 

Για κάθε ένα από αυτούς τους συνδυασµούς υπάρχουν επιπλέον 
42 επιλογές για την έκτη θέση 
Εφαρµόζοντας τον πολλαπλασιαστικό κανόνα έχουµε ότι το 
σύνολο των συνδυασµών είναι 
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Παράδειγµα 9
Έστω ένα σύνολο µε Ν διακεκριµένα στοιχεία από τα οποία 
Νp είναι τύπου Α και Νq είναι τύπου Β, όπου 0≤p≤1, 0≤q≤1, 
και p+q=1. Να βρεθεί α) Ο αριθµός των συνδυασµών των
Ν στοιχείων ανά n και β) Από αυτούς τους συνδυασµούς
πόσοι περιέχουν ακριβώς x στοιχεία τύπου Α;

Λύση
α) 
β) Εφαρµόζοντας τον πολλαπλασιαστικό κανόνα
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Θεώρηµα 8. Κυψέλες – Μπαλάκια 
(∆ιακεκριµένα)
Έστω n κυψέλες και r διακεκριµένα 
µπαλάκια τα οποία ρίχνονται στις κυψέλες. 
Τότε ο αριθµός των τρόπων µε τους 
οποίους τα µπαλάκια µπορούν να 
τοποθετηθούν στις κυψέλες είναι nr.
Σηµείωση: Κάθε κυψέλη µπορεί να 
φιλοξενήσει περισσότερα από ένα µπαλάκι
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Τρία διακεκριµένα µπαλάκια σε τρεις κυψέλες, 33=27

ΠΡΟΠΟ, 13 οµάδες, 3 σηµεία, 313=1.500.000
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Θεώρηµα 8. Κυψέλες – Μπαλάκια (Μη 
∆ιακεκριµένα)
Έστω n κυψέλες και r µη διακεκριµένα 
(δηλ. ίδια) µπαλάκια τα οποία ρίχνονται 
στις κυψέλες. Τότε ο αριθµός των τρόπων 
µε τους οποίους τα r µπαλάκια µπορούν να 
τοποθετηθούν στις κυψέλες είναι:
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Συνδυαστική)...
Τρία µη διακεκριµένα µπαλάκια σε τρεις κυψέλες, 10 τρόποι
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Συνδυαστική)...

∆ειγµατολειψίες από πεπερασµένους πληθυσµούς
Ν το µέγεθος του πληθυσµού και n το µέγεθος του δείγµατος
Κατά τη δειγµατολειψία τα µέλη του δείγµατος εκλέγονται διαδοχικά το ένα 
κατόπιν του άλλου
Σε κάθε επιλεγόµενο µέλος µετρούµε τις τιµές µίας ή περισσοτέρων
µεταβλητών

Τρόποι επιλογών
∆είγµα χωρίς επανάθεση – µη διατεταγµένο

αριθµός δειγµάτων:

∆είγµα χωρίς επανάθεση – διατεταγµένο
αριθµός δειγµάτων:

∆είγµα µε επανάθεση –διατεταγµένο
αριθµός δειγµάτων: Νn, 

Τα µέλη Ν του πληθυσµού είναι οι κυψέλες και n το µέγεθος του δείγµατος

∆είγµα µε επανάθεση – µη διατεταγµένο
αριθµός δειγµάτων:
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Συνδυαστική)

Άσκηση
Τα γράµµατα το κώδικα Morse σχηµατίζονται µε 
τελείες και παύλες (επαναλήψεις επιτρέπονται). 
Πόσα διαφορετικά γράµµατα µπορούµε να 
σχηµατίσουµε αν κάθε γράµµα γίνεται µε τέσσερα 
το πολύ σύµβολα.
∆είγµα µε επανάθεση διατεταγµένο, Νn

n=1,2,3,4,  N=2, 21+22+23+24=30
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Συνδυαστική)
Άσκηση

α) Έστω ένα σύνολο το οποίο αποτελείται από Ν διακεκριµένα 
στοιχεία. Να βρεθεί το πλήθος των διατεταγµένων n-άδων οι οποίες 
δηµιουργούνται µε επανάθεση
β) Αν υποθέσουµε ότι από αυτά τα Ν διακεκριµένα στοιχεία τα Ν1
είναι τύπου 1 και τα Ν2 είναι τύπου 2, µε Ν1+Ν2=Ν, να βρεθεί το 
πλήθος των διατεταγµένων n-άδων οι οποίες δηµιουργούνται µε 
επανάθεση και οι οποίες περιέχουν ακριβώς κ στοιχεία τύπου Ν1.
Απάντηση

α) Νn

β) (n
k) N1

k * N2
n-k

Εφόσον k είναι τύπου 1 υπάρχουν Ν1
k τρόποι διάταξης µε επανάθεση και 

άρα τα n-k διατάσσονται µε Ν2
n-k τρόπους. Με βάση τον 

πολλαπλασιαστικό κανόνα κάθε µία από τις Ν1
k διατάξεις µπορεί 

δηµιουργήσει ένα συνδυασµό µε κάθε µία από τις Ν2
n-k διατάξεις η οποία 

θα αποτελείται από n στοιχεία εκ των οποίων τα k θα είναι τύπου 1 και τα 
n-k θα είναι τύπου 2 εκ κατασκευής. Κάθε ένας τέτοιος συνδυασµός από 
n στοιχεία µπορεί να δηµιουργήσει (n

k) διαφορετικούς συνδυασµούς. Άρα 
το συνολικό πλήθος των διατεταγµένων n-άδων οι οποίες περιέχουν 
ακριβώς k στοιχεία τύπου 1 είναι (n

k) N1
k * N2

n-k

Παρατηρείστε ότι ( ) nnknk
n

k
NNNNN

k
n

=+=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

=
∑ 2121

0



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Χρήσιµα Στοιχεία από Πιθανότητες

Βασικές Έννοιες Πιθανοτήτων
Τυχαίες Μεταβλητές

∆ιακριτές, Συνεχείς
Πιθανότητες Τυχαίων Μεταβλητών

Συνάρτηση Πιθανότητας, Αθροιστικές, Συνάρτηση Πυκνότητας 
Πιθανότητας

Είδη Πιθανοτήτων Πολυδιάστατων Τυχαίων Μεταβλητών
Συνδυασµένες πιθανότητες
Περιθωριακές
∆εσµευµένες ή Υπό συνθήκη

Ιδιότητες
Κανόνας του Bayes

Εκ των προτέρων 
Εκ των υστέρων
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων ...

Ενδεχόµενο
Το αποτέλεσµα ενός πειράµατος

Στοιχειώδες Ενδεχόµενο ή ∆ειγµατικό Σηµείο
Το ατοµικό αδιαίρετο αποτέλεσµα

∆ειγµατικός Χώρος, S
Το σύνολο όλων των στοιχειωδών ενδεχοµένων ενός πειράµατος 
λέγεται δειγµατικός χώρος

Τα ενδεχόµενα χωρίζονται σε,
Απλά:  Το δειγµατικό σηµείο
Σύνθετο: Κάθε υποσύνολο του S

Ο δειγµατικός χώρος µπορεί να είναι πεπερασµένος, 
αριθµήσιµος ή µή αριθµήσιµος (συνεχής)
Οι έννοιες του δειγµατικού χώρου ταυτίζονται µε αυτές των 
συνόλων και υποσυνόλων
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων ...

Τυχαία µεταβλητή Χ, είναι µία µονοσήµαντη συνάρτηση µε πεδίο 
ορισµού το δειγµατόχωρο S και πεδίο τιµών ένα υποσύνολο 
πραγµατικών αριθµών

S=(s1,s2, …, sn) (x1,x2, …,xn)
Χ λέµε ότι είναι διακριτή αν το πεδίο τιµών της είναι πεπερασµένο ή 
απείρως αριθµήσιµο (S πεπερασµένο και αριθµήσιµο)
Χ λέµε ότι είναι συνεχής αν το πεδίο τιµών της είναι συνεχές (S 
συνεχής)
Κάθε ενδεχόµενο si µπορεί να συµβεί µε πιθανότητα 
P(S=si)=P(X=xi)=pi.
H P(X=xi)=pi λέγεται συνάρτηση πιθανότητας µάζας και το σύνολο των 
πιθανοτήτων αυτών είναι P={p1,p2,…,pn}
Η συνάρτηση πιθανότητας µάζας πληροί τα ακόλουθα αξιώµατα

p(xi)≥0, για κάθε i

1)(,1)(
1

==∑ =
SPxpn

i i
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων ...

Συνάρτηση κατανοµής, F, αθροιστικής πιθανότητας διακριτής 
τυχαίας µεταβλητής

Συνάρτηση κατανοµής µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής

Η µή αρνητική συνάρτηση f(x) καλείται συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας και ισχύουν τα εξής

Ιδιότητες της συνάρτησης κατανοµής
0 ≤ F(X≤x) ≤1, για κάθε x
F(X≤xi) ≤ F(X≤xj) αν xi ≤ xj, είναι δηλ. µη φθίνουσα
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων ...

Πολυδιάστατες Τυχαίες Μεταβλητές
Η έννοια της πολυδιάστατης τ.µ. αποτελεί γενίκευση της 
µονοδιάστατης τ.µ.
Είναι µία απεικόνιση του δειγµατικού χώρου S στον Ευκλείδιο χώρο 
Rn και συµβολίζεται (Χ1, Χ2,…, Χn)
∆ιακρίνονται επίσης σε διακριτές και συνεχείς
Οι τ.µ. Χ1, Χ2, ..., Χn, είναι οι συνιστώσες της πολυδιάστατης τ.µ. και 
λέγονται και περιθωριακές ή ακραίες τ.µ.

Πολυδιάστατες Κατανοµές
Η κατανοµή της πολυδιάστατης τ.µ. εκφράζει τον τρόπο µε τον οποίο 
η µοναδιαία µάζα πιθανότητας κατανέµεται στο χώρο Rn.
Η από κοινού ή συνδυασµένη συνάρτηση πιθανότητας είναι

∆ιακριτή: PΧ1,Χ2,…Χn(x1,x2,…,xn)=P(X1=x1,X2=x2,…,Xn=xn)
Συνεχής: fΧ1,Χ2,…Χn(x1,x2,…,xn) (συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας)

Συνδυασµένη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής
FΧ1,Χ2,…Χn(x1,x2,…,xn)=P(X1≤x1,X2 ≤ x2,…,Xn ≤ xn)
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων ...

Έστω δύο τ.µ. X,Y, µε δειγµατόχωρους Χ=(x1,x2, 
…,xn) και Υ=(y1,y2,…,ym)
Η συνδυασµένη τ.µ. (Χ,Υ) ή ΧΥ παίρνει τιµές από τα 
διατεταγµένα ζεύγη (x,y)
Η συνδυασµένη συνάρτηση πιθανότητας της (Χ,Υ)

P(Χ=xi,Υ=yj)=pij

Περιθωριακή ή ακραία συνάρτηση πιθανότητας

∆εσµευµένη ή Υπό συνθήκη πιθανότητα
αν p(yj)≠0, αν p(yj)=0 δεν ορίζεται
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Ιδιότητες)...

Κανόνας Γινοµένου
p(x,y)=p(x/y)p(y)=p(y/x)p(x)
p(x/y)=p(x,y) / p(y),  &   p(y/x)=p(x,y)  /  p(x)

Αθροιστικός Κανόνας ή Θεώρηµα Ολικής 
Πιθανότητας

p(x)= ∑p(x,y)=∑p(x/y)p(y), ∀y∈Y
Ανεξαρτησία Τυχαίων Μεταβλητών

p(x,y)=p(x)p(y)
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Bayes)...

Θεώρηµα Bayes
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Bayes)...
Άσκηση

Έστω δύο δοχεία ∆1 και ∆2. Το ∆1 περιέχει 2 άσπρες µπάλες και 8 κόκκινες 
µπάλες. Το ∆2 περιέχει 6 άσπρες µπάλες και 4 κόκκινες µπάλες. Επιλέγουµε 
τυχαία ένα από τα δύο δοχεία και κατόπιν επιλέγουµε µία µπάλα από το 
επιλεγµένο δοχείο. Έστω ότι η µπάλα που επιλέχθηκε είναι άσπρη. Να 
βρέθει η πιθανότητα να έχει επιλεγεί το δοχείο ∆1. Οµοίως για το ∆2.

Λύση
Το γεγονός το οποίο θεωρούµε ότι δεν είµαστε σε θέση να παρατηρήσουµε 
είναι η επιλογή του δοχείου.
Γνωρίζουµε όµως και τον τρόπο αλλά και τις πιθανότητες να επιλέξουµε ένα 
δοχείο, δηλ. P(∆1)=P(∆2)=1/2
Ζητείται ο υπολογισµός της πιθανότητας P(∆1/Μπάλα είναι άσπρη)
Τέλος γνωρίζουµε και τις δεσµευµένες πιθανότητες, P(A/∆1)=2/10, 
P(Κ/∆1)=8/10, P(A/∆2)=6/10, P(Κ/∆2)=4/10.
Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Bayes για την πιθανότητα P(∆1/Α)

4
1

2110621102
21102

)()/()()/(
)()/(

)(
),()/(

2211

111
1 =

∗+∗
∗

=
∆∆Α+∆∆Α

∆∆Α
=

Α
Α∆

=Α∆
PPPP

PP
P

PP

4
3

)()/()()/(
)()/()/(

2211

22
2 =

∆∆Α+∆∆Α
∆∆Α

=Α∆
PPPP

PPP

Εκ των υστέρων
πιθανότητα

Εκ των προτέρων
πιθανότητα



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Bayes)...
Άσκηση

Ένα τεστ καρκίνου έχει αποδειχθεί ότι έχει πιστότητα 95%. Ένας άνδρας 
υποβάλλεται σε αυτό το τεστ ανίχνευσης καρκίνου. Με βάση την ηλικία 
του και το ιστορικό έχει βρεθεί ότι µόλις το 1% εµφανίζει καρκίνο. Αν το 
αποτέλεσµα του τεστ είναι θετικό να βρεθεί ποιά είναι η πιθανότητα ο 
άνδρας να έχει πραγµατικά καρκίνο;

Λύση
Έστω τα γεγονότα, α=1 έχει καρκίνο και α=0 δεν έχει
Η εκ των προτέρων πιθανότητες είναι P(α=0)=0.99 και P(α=1)=0.01
Έστω β=1 το τέστ είναι θετικό και β=0 το τεστ είναι αρνητικό
Η εκ των υστέρων πιθανότητα είναι P(α=1/β=1).
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Bayes)...

Άσκηση
Ένα δοχείο περιέχει Κ µπάλες από τις οποίες Β 
είναι µαύρες και Κ-Β είναι άσπρες. Επιλέγουµε µία 
µπάλα τυχαία από το δοχείο. Εκτελούµε το 
πείραµα διαδοχικά Ν φορές. Να βρεθεί η 
πιθανότητα µάζας του αριθµού των µαύρων 
µπαλών, nB.

Απάντηση
Η ∆ιωνυµική κατανοµή µε fB=K/B

Nnff
n
N

nP B
nN

B
n

B
B

B
BB ,...,1,0,)1()( =−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Bayes)...

Άσκηση
Έστω ότι υπάρχουν 11 δοχεία τα οποία αριθµούνται από 
το σύνολο u∈{0,1,2,...,10} και το καθένα περιέχει 10 
µπάλες. Το δοχείο u περιέχει u µαύρες µπάλες και 10-u
άσπρες µπάλες. Επιλέγουµε τυχαία ένα δοχείο u, και από
το επιλεγµένο δοχείο επιλέγουµε Ν φορές µία µπάλα
επανατοποθετώντας την µπάλα πίσω στο επιλεγµένο
δοχείο. Εάν µετά από Ν=10 επιλογές, nB=3 µαύρες µπάλες
έχουν επιλεγεί ποιά είναι η πιθανότητα οι µπάλες αυτές να
προέρχονται από το δοχείο u;

Απάντηση
Οι εκ των προτέρων πιθανότητες είναι: P(u), P(nB/u)
Οι εκ των υστέρων πιθανότητα είναι: P(u/nB)
Η πιθανότητα να επιλέξουµε µία µαύρη µπάλα από το
δοχείο u ειναι fu=u/10
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Bayes)...

Συνέχεια λύσης
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... Στοιχεία Πιθανοτήτων (Bayes).

Παρατηρήσεις
Η εκ των υστέρων πιθανότητα να είχαµε επιλέξει το δοχείο u=0 είναι 0

∆εν υπάρχουν µαύρες µπάλες
Η εκ των υστέρων πιθανότητα να είχαµε επιλέξει το δοχείο u=10 είναι 0

∆εν υπάρχουν άσπρες µπάλες
Η εκ των προτέρων πιθανότητες αντιστοιχούν στα συµπεράσµατα που 
βγάζει ένας παρατηρητής που παρακολουθεί µία διαδικασία εκτός ενώ 
οι εκ των υστέρων πιθανότητες αντιστοιχούν σε ένα παρατηρητή που
είναι εντός συστήµατος, όπως συνήθως συµβαίνει και τις περισσότερες 
φορές.
Ποια είναι η πιθανότητα ένας παρατηρητής που είναι µέσα στο σύστηµα 
της άσκησης να λάβει µια µαύρη µπάλα στην Ν+1 επιλογή;

P(N+1 επιλογή να είναι πάλι µαύρη µπάλα / nB=3 και Ν=10)
P(EN+1=Μαύρη/nb,N)=∑ P(EN+1=Μαύρη/u,nb,N).P(u/nb,N), για όλα τα δοχεία u
P(EN+1=Μαύρη/u,nb,N)= fu=u/10
P(EN+1=Μαύρη/nb,N)= ∑ fu.P(u/nb,N)=0.333, 
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Χρήσιµα Στοιχεία από το Μέτρο 
Ποσότητας Πληροφορίας

Πληροφορία
Εντροπία – Μέση Ποσότητα πληροφορία
Ιδιότητες Εντροπίας

Συνεχής
Συµµετρική
Μέγιστο Εντροπίας
Αθροιστικότητα

Μέτρο πληροφορίας τυχαίων µεταβλητών
Συνδυασµένη
∆εσµευµένη ή Υπό συνθήκη
Περιθωριακή

Αµοιβαία Πληροφορία
Σχετική Εντροπία
Ανισότητα Jensen και οι χρήσεις της
Εντροπία 

Πηγών Συµβόλων
Πηγών Μηνυµάτων
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... Εντροπία ...
Αν Χ είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή µε δειγµατόχωρο Χ={x1,x2, 
...,xn} και συνάρτηση πιθανότητας µάζας p(xi),τότε η µέση ποσότητα 
πληροφορίας της Χ, Η(Χ), δίνεται από τη σχέση

Η Μέση Πληροφορία ονοµάζεται και εντροπία και εναλλακτικά 
συµβολίζεται µε Η(p)
Η εντροπία δεν εξαρτάται από τις τιµές της τ.µ Χ αλλά από την 
κατανοµή της, δηλ. τις τιµές που πέρνει η πιθανότητα µάζας, και 
µετριέται σε bits.
Με δεδοµένο ότι η µέση τιµή της συνάρτησης µιας τυχαίας 
µεταβλητής είναι Ε[g(X)]=∑g(x)p(x), τότε

Η(Χ)= Ε[log(1/p(x)]
Λήµµα 1: Η(Χ)≥0
Λήµµα 2: Ηb(Χ)=(logba)Ha(X)

Υπενθυµίζεται ότι logbx=logba*logax
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… Εντροπία ...
Παράδειγµα 1

Έστω Χ µία τυχαία µεταβλητή µε δύο ενδεχόµενα p και (1-p).
H(p)=-p*log(p)-(1-p)*log(1-p)
Η µέγιστη τιµή της εντροπίας είναι όταν τα δύο ενδεχόµενα 
είναι ισοπίθανα

Παράδειγµα 2
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… Εντροπία ...

Συνδυασµένη ή από κοινού εντροπία
Η Συνδυασµένη ή από κοινού εντροπία Η(Χ,Υ) 
ενός ζεύγους δύο διακριτών τυχαίων µεταβλητών 
µε πιθανότητα µάζας p(x,y) ορίζεται ως

H[X,Y]=-E[log p(x,y)]

∑∑−=ΥΧΗ
x y

yxpyxp ),(log),(),(
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… Εντροπία ...
∆εσµευµένη ή υπό συνθήκη εντροπία

Η(xi/yj)=-p(xi/yj)log p(xi/yj)

∑−==ΧΗ
x

yxpyxpyY )/(log)/()/(

( ) ∑∑∑
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… Εντροπία ...

Θεώρηµα 1: Αθροιστικός Κανόνας
Η(Χ,Υ)=Η(Χ)+Η(Υ/Χ)

Το θεώρηµα αυτό µας λέει ότι η εντροπία της συνδυασµένης 
τυχαίας µεταβλητής (Χ,Υ) ισούται µε την εντροπία της µίας από 
αυτές, Χ, συν την εξαρτηµένη εντροπία της άλλης τ.µ., Υ, όταν 
έχει συµβεί η Χ.
Ισχύει επίσης, 

Η(Χ,Υ)=Η(Υ)+Η(Χ/Υ)
Η(Χ)-Η(Χ/Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)

Προσοχή!
Η(Χ/Υ)≠ Η(Υ/Χ)

Εάν Χ,Υ είναι ανεξάρτητες τ.µ τότε Η(Χ,Υ)=Η(Χ)+Η(Υ)
Πρόταση: Η(Χ,Υ/Ζ)=Η(Χ/Ζ)+Η(Υ/Χ,Ζ)
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… Εντροπία.
Παράδειγµα 1: Έστω (Χ,Υ) έχουν την παρακάτω πιθανότητα µάζας

p(x/y)=p(x,y)/p(y)
H(X)=7/4 bits και Η(Υ)=2 bits
H(X/Y)=11/8 bits και H(Y/X)=13/8 bits 
Η(Χ,Υ)=27/8 bits
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Αθροιστική Ιδιότητα Εντροπίας ...

Παράδειγµα 2: Ας υποθέσουµε ότι η τ.µ Z = {0,1,2} ως εξής 
(βλ. σχήµα)

Τότε p(0)=1/2, p(1)=1/4, p(2)=1/4
Ποια είναι η εντροπία της Χ;

Η(Z)=- [p(0)log p(0)+ p(1)log p(1)+ p(2)log p(2)] = 1/2*log2+ 1/4*log4+
1/4*log4 =3/2 bits

Υπάρχει και 2ος τρόπος υπολογισµού της πληροφορίας 
ιδιαίτερα όταν αυτή µας αποκαλύπτεται σταδιακά;

Στο παράδειγµά µας µαθαίνουµε πρώτα εάν Ζ=0. Εάν όχι τότε 
µαθαίνουµε ποια από τις δύο τιµές λαµβάνουµε.
Η Πληροφορία ότι {Ζ=0 ή όχι 0} ισοδυναµεί µε 1 bit αφού Η(1/2,1/2)
Εάν η Ζ δεν είναι µηδέν στο πρώτο βήµα τότε λαµβάνουµε νέα 
πληροφορία στο δεύτερο βήµα µας η οποία και αυτή είναι 1 bit. Η 
µόνη διαφορά τώρα είναι ότι η πληροφορία αυτή λαµβάνεται µόνο 
κατά το ήµισυ των προσπαθειών, δηλ. µε πιθανότητα ½.

Η(Ζ)=Η(1/2,1/2)+1/2*Η(1/2,1/2)=1+1/2=3/2 bits
Μια άλλη εξήγηση του 2ου τρόπου. Εάν θεωρήσουµε το 
αποτέλεσµα του 1ου βήµατος ως µία µεταβλητή Χ={0,1} και το 
αποτέλεσµα του 2ου βήµατος ως µια άλλη µεταβλητή Υ ={0,1} 
τότε,

Η(Ζ)=Η(Χ,Υ)=Η(Χ) + Η(Υ/Χ)
=1+1/2*Η(Υ/Χ=0)+1/2*Η(Υ/Χ=1)=1+0+1/2*Η(1/2,1/2)

0
1

2

1/2

1/2
1/2

1/2

X Y

1 2
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Αθροιστική Ιδιότητα Εντροπίας ...

Άσκηση
Έστω δύο δοχεία Α, Β. Το Α περιέχει 16 κόκκινες 
αριθµηµένες µπάλες από το 1-16 και το Β περιέχει 8 µπλε 
αριθµηµένες µπάλες από το 1-8. Έστω Χ η τυχαία 
µεταβλητή η οποία συµβολίζει το χρώµα και τον αριθµό της 
µπάλας που επιλέγεται  αφού προηγηθεί η επιλογή 
κάποιου εκ των δύο δοχείων. Η επιλογή των δοχείων Α, Β 
γίνεται µε την ίδια πιθανότητα. Η δε πιθανότητα επιλογής 
µιας αριθµηµένης µπάλας από το επιλεγµένο δοχείο είναι 
ίδια. Να βρεθεί η εντροπία της Χ.

Χ={Κ1,...,Κ16,Μ1,...,Μ8}, ∆={Κ, Μ}
Η(Χ)=Η(∆)+1/2*Η(Κ1,...,Κ16)+1/2*Η(Μ1,...,Μ8)
Η(Χ)=log22+1/2*{log216+log28}=1+7/2=4.5 bits Α

Β

1

8

1/2

1/2

1/16

1/8

1

2

16
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Αθροιστική Ιδιότητα Εντροπίας ...

Παράδειγµα 4
Μία τράπουλα έχει 52 χαρτιά. Αυτά χωρίζονται σε 4 κατηγορίες, 
σπαθιά, µπαστούνια, καρό και κούπες. Κάθε κατηγορία έχει 13 
χαρτιά η κάθε µία ενώ τα σπαθιά και τα µπαστούνια είναι µαύρου 
χρώµατος και τα καρό και οι κούπες κόκκινου χρώµατος. Το τυχαίο 
πείραµα συνιστάται στο τράβηγµα ενός χαρτιού από την τράπουλα. 
Θεωρούµε ότι η πιθανότητα να τραβήξουµε το κάθε χαρτί είναι η 
ίδια.

Ποια ποσότητα πληροφορίας λαµβάνουµε όταν µας γνωστοποιείται το 
χαρτί που τραβήξαµε;
Αν µας γνωστοποιηθούν διαδοχικά το χρώµα, µετά η κατηγορία και µετά 
ο αριθµός ποια είναι η ποσότητα της πληροφορίας που θα έχουµε λάβει; 
Ποια είναι η ποσότητα της πληροφορίας σε κάθε ένα από τα στάδια;
∆οθέντος ότι γνωρίζουµε το χρώµα, ποια είναι η ποσότητα της 
πληροφορίας που λαµβάνουµε όταν µας γνωστοποιείται ο αριθµός;
∆οθέντος ότι γνωρίζουµε το χρώµα, ποια είναι η ποσότητα της 
πληροφορίας που λαµβάνουµε όταν µας γνωστοποιείται η κατηγορία;
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Αθροιστική Ιδιότητα Εντροπίας ...

Απάντηση
Έστω Χ,Υ,Ζ οι τ.µ που συµβολίζουν χρώµα, κατηγορία, αριθµό.
Ποια ποσότητα πληροφορίας λαµβάνουµε όταν µας γνωστοποιείται το χαρτί που 
τραβήξαµε;

Η(Ζ)=-log(1/52)=5.7 bits
Αν µας γνωστοποιηθούν διαδοχικά το χρώµα, µετά η κατηγορία και µετά ο αριθµός 
ποια είναι η ποσότητα της πληροφορίας που θα έχουµε λάβει; Ποια είναι η 
ποσότητα της πληροφορίας σε κάθε ένα από τα στάδια;

1ο Στάδιο: Χρώµα
Η(1/2,1/2)=-log(1/2)=1 bits

2ο Στάδιο: Κατηγορία
H(Υ/Χ)=1/2*Η(Υ/Χ=µαύρο)+1/2*Η(Υ/Χ=κόκκινο)=1/2*Η(1/2,1/2)+1/2*Η(1/2,1/2)=Η(1/2,1
/2)=-log(1/2)=1 bits

3ο Στάδιο: Αριθµός
Η(Ζ/Χ,Υ)=1/4*Η(1/13,1/13,…,1/13)+...+ 
1/4*Η(1/13,1/13,…,1/13)=Η(1/13,1/13,…,1/13)=-log(1/13)=3.7 bits

∆ηλαδή αποτελεί γενίκευση του παρακάτω τύπου
Η(Χ,Υ,Ζ)=Η(Χ)+Η(Υ,Ζ/Χ)=Η(Χ)+Η(Υ/Χ)+Η(Ζ/Χ,Υ)=Η(1/2,1/2)+Η(1/2,1/2)+Η(1/13,1/13,..
.,1/13)=1+1+3.7 bits

ΠΡΟΣΟΧΗ: Η πληροφορία του συνδυασµένου γεγονότος (χρώµα, κατηγορία), 
Η(Χ,Υ)=Η(1/4,1/4,1/4,1/4)= 2 bits, ∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ ΙΣΗ µε Η(Υ/Χ)=Η(1/2,1/2)=1 bits
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Αµοιβαία Πληροφορία ...

Έστω δύο τ.µ. Χ, Υ µε συνδυασµένη πιθανότητα µάζας p(x,y) 
και περιθωριακές πιθανότητες µάζας, p(x) και p(y), αντίστοιχα. 
Τότε η αµοιβαία πληροφορία I(X;Y) ορίζεται ως η σχετική 
εντροπία µεταξύ της συνδυασµένης κατανοµής και του 
γινοµένου p(x)p(y)

Εναλλακτικά συµβολίζει την ποσότητα πληροφορίας που περιέχει 
µια τµ Χ για µια άλλη τµ Υ. 
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Αµοιβαία Πληροφορία ...
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Αµοιβαία Πληροφορία ...

Συµπεραίνουµε ότι η αµοιβαία 
πληροφορία Ι(Χ;Υ) είναι η µείωση 
της αβεβαιότητας της Χ εξαιτίας 
του γεγονότος ότι γνωρίζουµε την 
Υ!!
Θεώρηµα 4: Ισχύουν 

Ι(Χ;Υ)= Η(Χ)-Η(Χ/Υ) 
Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)
Ι(Χ;Υ)=Η(Χ)+Η(Υ)-Η(Χ,Υ)
Ι(Χ;Υ)=Ι(Υ;Χ)
Ι(Χ;Χ)=Η(Χ)

H(X/Y) Ι(X;Υ) Η(Υ/Χ)

H(Y)H(Χ)

H(Χ,Υ)H(Χ,Υ)
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Αµοιβαία Πληροφορία ...
Παράδειγµα 6: Έστω (Χ,Υ) έχουν την παρακάτω πιθανότητα µάζας

H(X)=7/4 bits και Η(Υ)=2 bits
H(X/Y)=11/8 bits και H(Y/X)=13/8 bits 
Η(Χ,Υ)=27/8 bits
Ι(Χ;Υ)=Η(Χ)-Η(Χ/Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)=3/8 bits
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Ανισότητες...

Θεώρηµα 9:
Έστω Χ µία τ.µ. µε πλήθος στοιχείων n. Τότε ισχύει

Η(Χ) ≤ logn
Η ισότητα ισχύει εάν η κατανοµή της Χ είναι οµοιόµορφη, δηλ. 
p(x)=1/n, ∀x∈Χ

Θεώρηµα 10: (Η εξάρτηση µειώνει την εντροπία)
Η(Χ/Υ) ≤ Η(Χ)
Η ισότητα ισχύει εάν Χ,Υ είναι ανεξάρτητες µεταβλητές

Θεώρηµα 11: (Ανώτατο Όριο εντροπίας πολυδιάστατης τ.µ)
Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τ.µ µε συνδυασµένη πιθανότητα µάζας p(x1,x2,…,xn). 
Τότε ισχύει

Με την ισότητα να ισχύει στην περίπτωση που οι τ.µ. είναι ανεξάρτητες.

( ) ( )∑
=

≤
n

i
in XHXXXH
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Ανισότητες ...

Άσκηση
Έστω ότι η τ.µ (Χ,Υ) έχει την παρακάτω συνδυασµένη µάζα πιθανότητας

Η(Χ)=Η(1/8,7/8)=0.544 bits 
Η(Χ/Υ=1)=0 bits και Η(Χ/Υ=2)=1 bit
Η(Χ,Υ)=3/4 Η(Χ/Υ=1)+1/4 Η(Χ/Υ=2)=0.25 bits
Παρατηρείστε ότι η αβεβαιότητα της Χ αυξάνεται στην περίπτωση που 
γνωρίζουµε το γεγονός Υ=2 και ελαττώνεται όταν γνωρίζουµε το γεγονός Υ=1. 
Παρόλα αυτά η µέση πληροφορία ή η αβεβαιότητα ελαττώνεται για την Χ/Υ

8181
430

Χ
Υ 1 2

1

2

P(y)

3/4

1/4

P(x) 7/81/8
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Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών 
Μηνυµάτων 
∆ιακριτή Πηγή Πληροφορίας

Παράγει ακολουθίες συµβόλων (ή γραµµάτων), si
Αλφάβητο πηγής είναι το σύνολο των συµβόλων

S=(s1,s2,…,sn), όπου n είναι το πλήθος των συµβόλων
Παράγει διαδοχικές ακολουθίες συµβόλων που 
ονοµάζονται µηνύµατα

Το πλήθος των δυνατών µηνυµάτων µήκους l είναι nl

Η Παραγωγή των συµβόλων λαµβάνει χώρα µε κάποια 
πιθανότητα, pi
Η παραγωγή κάθε συµβόλου γίνεται

Είτε ανεξάρτητα αυτών που έχουν προηγηθεί οπότε 
αναφερόµαστε σε διακριτή πηγή χωρίς µνήµη
Είτε εξαρτάται στατιστικά αυτών που έχουν προηγηθεί οπότε 
αναφερόµαστε σε διακριτή πηγή µε µνήµη
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Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών 
Μηνυµάτων ...
Ποσότητα πληροφορίας της πηγής χωρίς µνήµη
Μέση ποσότητα πληροφορίας ή εντροπία των 
συµβόλων (bits/symbol)

Μέγιστη µέση ποσότητα πληροφορίας (bits/symbol)

Πλεονασµός διακριτής πηγής, [0,1]

Μέσος Ρυθµός Πληροφορίας της πηγής (bits/sec)
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Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών 
Μηνυµάτων ...
Παράδειγµα: S={0,1} µε p(0)=3/4 και 
p(1)=1/4

H(S)=0.815 bits/symbol
maxH(S)=log2=1 bit/symbol
red=1-0.815/1=0.19

Άσκηση
S={Χ,Ψ,Ω} και P={0.25,0.5,0.25}. Αν η πηγή 
παράγει σύµβολα µε ρυθµό 1000 σύµβολα/sec να 
βρεθούν

Η(S), maxH(S), red, R



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών 
Μηνυµάτων ...

Μέσο πληροφοριακό περιεχόµενο µηνυµάτων της πηγής
Εάν γνωρίζουµε ότι η πηγή παράγει µηνύµατα µήκους l, µε 
δεδοµένο ότι το πλήθος του συνόλου Μ=(m1,m2,…,mn), των 
µηνυµάτων είναι nl, και η πιθανότητα εµφάνισης ενός µηνύµατος 
mi είναι p(mi), τότε το µέσο πληροφοριακό περιεχόµενο των 
µηνυµάτων είναι

Αποδεικνύται ότι Η(Μ)= l*H(S), δηλαδή το µέσο πληροφοριακό 
περιεχόµενο ενός µηνύµατος είναι ίσο µε το άθροισµα της 
πληροφορίας που µεταφέρουν τα σύµβολα που το αποτελούν.

Παράδειγµα: Τα µηνύµατα µήκους 2 που δηµιουργούνται από 
την πηγή των συµβόλων του προηγούµενου παραδείγµατος είναι 
Μ={00,01,10,11} πλήθους 4 και οι πιθανότητες να συµβούν είναι 
p(00)=9/16, p(01)=p(10)=3/16, p(11)=1/16. Τότε Η(Μ)=1.63 
bits/µήνυµα=2*0.815
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Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών 
Μηνυµάτων ...

Άσκηση
Μια πηγή πληροφορίας παράγει σύµβολα, τα οποία ανήκουν στο 
αλφάβητο S={τ, υ, φ, χ, ψ, ω}. Οι πιθανότητες των συµβόλων 
αυτών είναι ¼, ¼, 1/8, 1/8, 1/8 και 1/8, αντίστοιχα.
Θεωρώντας την πηγή χωρίς µνήµη, ζητείται να υπολογίσετε
α) Το σύµβολο µε το µεγαλύτερο και το µικρότερο πληροφορικό 
περιεχόµενο της πηγής.
β) Το µέσο πληροφορικό περιεχόµενο των συµβόλων της πηγής,
γ) Το µέσο πληροφορικό περιεχόµενο των µηνυµάτων της πηγής 
αποτελούµενων από δύο σύµβολα.
δ) Τον πλεονασµό της πηγής (log6=2,585) και 
ε) Το µέσο ρυθµό πληροφορίας της πηγής για ρυθµό 500 
συµβόλων /sec.
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Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών 
Μηνυµάτων ...

Απάντηση
α) Τα σύµβολα µε το µεγαλύτερο πληροφορικό 
περιεχόµενο είναι αυτά που έχουν την µικρότερη 
πιθανότητα δηλαδή H(i)=-log(1/8)=3 bits όπου 
i=φ,χ,ψ,ω. Αντίθετα τα σύµβολα µε το µικρότερο 
πληροφορικό περιεχόµενο είναι αυτά που έχουν 
την µικρότερη πιθανότητα δηλαδή H(i)=-
log(1/4)=2 bits όπου i=τ,υ.
β) Το µέσο πληροφορικό περιεχόµενο των 
συµβόλων της πηγής

( )
6

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1log log log log log log log (20/8) 2,5 bits/symbol.
4 4 4 4 8 8 8 8 8 8 8 8i i

i
H S p p
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Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών Μηνυµάτων ...
Απάντηση (συνέχεια)

γ) Για τον υπολογισµό του µέσου πληροφορικού περιεχοµένου των 
µηνυµάτων της πηγής αποτελούµενων από 2 σύµβολα, υπολογίζουµε 
πρώτα τις (συνδυασµένες) πιθανότητες δηµιουργίας των µηνυµάτων αυτών. 
Αφού η πηγή είναι χωρίς µνήµη, για τον υπολογισµό της πιθανότητας κάθε 
µηνύµατος αρκεί να πολλαπλασιάσουµε τις πιθανότητες παραγωγής των 
συµβόλων από τα οποία αποτελείται. Συνολικά έχουµε 36 µηνύµατα. 
Παρατηρούµε ότι από τα 36 µηνύµατα, 4 έχουν πιθανότητα παραγωγής ίση 
µε (1/16), 16 µηνύµατα έχουν πιθανότητα παραγωγής (1/64) και 16 
µηνύµατα έχουν πιθανότητα παραγωγής (1/32).
p1=p(τ,τ)=1/16, p2=p(τ,υ)=1/16, p3=p(τ,φ)=1/32, p4=p(τ,χ)=1/32, 
p5=p(τ,ψ)=1/32, p6=p(τ,ω)=1/32,
p7=p(υ,τ)=1/16, p8=p(υ,υ)=1/16, p9=p(υ,φ)=1/32, p10=p(υ,χ)=1/32, 
p11=p(υ,ψ)=1/32, p12=p(υ,ω)=1/32,
p13=p(φ,τ)=1/32, p14=p(φ,υ)=1/32, p15=p(φ,φ)=1/64, p16=p(φ,χ)=1/64, 
p17=p(φ,ψ)=1/64, p18=p(φ,ω)=1/64,
p19=p(χ,τ)=1/32, p20=p(χ,υ)=1/32, p21=p(χ,φ)=1/64, p22=p(χ,χ)=1/64, 
p23=p(χ,ψ)=1/64, p24=p(χ,ω)=1/64,
p25=p(ψ,τ)=1/32, p26=p(ψ,υ)=1/32, p27=p(ψ,φ)=1/64, p28=p(ψ,χ)=1/64, 
p29=p(ψ,ψ)=1/64, p30=p(ψ,ω)=1/64,
p31=p(ω,τ)=1/32, p32=p(ω,υ)=1/32, p33=p(ω,φ)=1/64, p34=p(ω,χ)=1/64, 
p35=p(ω,ψ)=1/64, p36=p(ω,ω)=1/64.
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Εντροπία Συµβόλων και ∆ιακριτών 
Μηνυµάτων ...
Απάντηση (συνέχεια)

Εποµένως

Παρατηρείστε ότι H(M)=2 Η(S)
Αυτό συµβαίνει λόγω του ότι η πηγή είναι χωρίς µνήµη
δ) red=1-H(S)/maxH(S)=1-H(S)/log6=1-(2,5/2,585)=1-0,967=0,0328.
ε) R=rH(S)=500x(2,5)=1250 bits/sec.

( )
36

1

1 1 1 1 1 1log 4 log -16 log -16 log (320/64) 5 bits/message.
16 16 64 64 32 32i i

i
H M p p

=

= − = − = =∑
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής

Επικοινωνιακό µοντέλο
∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας 

Με µνήµη 
Χωρίς µνήµη

Κωδικοποίηση Πηγής
Κωδικό Αλφάβητο, Κωδικές Λέξεις

Κώδικες Πηγών 
Ιδιάζοντες
Μοναδικά Αποκωδικοποιήσιµοι
Άµεσοι
Πλήρεις

Ανισότητα Kraft
Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Βέλτιστα Μήκη Κωδικών Λέξεων
Αλγόριθµοι Κωδικοποίησης Πηγών Συµβόλων

FANO, SHANNON, HUFFMAN, 
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...

Πηγή

Κωδικοποιητής Αποκωδικοποιητής

∆έκτης

ŝs

t r
Κανάλι µε
Θόρυβο

Κωδικοποιητής
Πηγής/Συµπίεση

Αποκωδικοποιητής
Πηγής/Συµπίεση

q̂q
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Κωδικοποίηση/συµπίεση της πηγής

Είναι η διαδικασία αντιστοίχισης του αλφάβητου των 
συµβόλων σε ένα άλλο αλφάβητο.
Το καινούριο αυτό αλφάβητο ονοµάζεται κωδικό 
αλφάβητο και τα µέλη ονοµάζονται κωδικά σύµβολα.
ΟΙ ακολουθίες των κωδικών συµβόλων που αντιστοιχούν 
σε σύµβολα της πηγής λέγονται κωδικές λέξεις

Κωδικοποιητής
Πηγής

Αλφάβητο
Q={0,1}

Πηγή
Συµβόλων
Αλφάβητο

S={s1,s2,…,sn}

si 010111
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Ερωτήµατα που προκύπτουν από τις σχέσεις που 
διέπουν τα σύµβολα και τους κώδικες και τις κωδικές
λέξεις

Πως µπορούµε να κατασκευάσουµε άµεσους κώδικες µε το 
ελάχιστο προσδοκόµενο µήκος για την συµπιεσµένη 
αναπαράσταση των συµβόλων µιας πηγής;
Υπάρχει σχέση µεταξύ συµβόλου και µήκους κωδικής
λέξης;
Το πληροφοριακό περιεχόµενο της πηγής των συµβόλων 
πως επηρεάζει την παραγωγή των κωδικών λέξεων και µε 
ποιό τρόπο;
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Απαιτήσεις για χρησιµότητα κωδικών
Κάθε ακολουθία κωδικών λέξεων πρέπει να 
µπορεί να αποκωδικοποιηθεί µε µοναδικό τρόπο
Η αποκωδικοποίηση πρέπει να γίνεται εύκολα και 
άµεσα
Ο κώδικας πρέπει να πετυχαίνει τη βέλτιστη 
δυνατή συµπίεση
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Ορισµοί

Μη ιδιάζων κώδικας
Όταν όλες οι κωδικές λέξεις είναι διαφορετικές

Μοναδικά αποκωδικοποιήσιµος
Όταν και οι ακολουθίες των κωδικών λέξεων είναι 
διαφορετικές

Άµεσος ή Προθεµατικός κώδικας
Κάθε µοναδικά αποκωδικοποίησιµος κώδικας που επιτρέπει 
την άµεση αποκωδικοποίηση της κωδικής λέξης χωρίς να 
χρειάζεται να λάβει υπόψη του τις επόµενες κωδικές λέξεις.
Ο άµεσος κώδικας αποτελείται από κωδικές λέξεις οι οποίες 
δεν αποτελούν µέρος (προθέµατα άλλων)
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...

Παράδειγµα
Μη ιδιάζων, Ι,ΙΙ,ΙΙΙ,ΙV
Μοναδικά 
αποκωδικοποιήσιµος, 
ΙΙ,ΙΙΙ,ΙV. Ο Ι δεν είναι 
αφού ΦΦΦΦ, ΦΦΨ, ΨΨ 
όλα έχουν κωδική λέξη 
την ίδια, 0000
Άµεσοι κώδικες, ΙΙ και ΙΙΙ
Ο κώδικας ΙV δεν είναι 
άµεσος αφού χρειάζεται 
να γνωρίζουµε ψηφία 
που ανήκουν στην 
επόµενη κωδική λέξη, 
π.χ. 011011100?

0111101000Ψ

011111101101Ω

01100111Χ

00000Φ

ΙVΙΙΙΙΙΙ
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Παραδείγµατα άλλων άµεσων και µη αµέσων 
κωδικών

C1={0,101}
C2={1,101}
C3={0,10,110,111}
C4={00,01,10,11}
C5={0,01,011,111}

Άµεσος

Μη άµεσος

Άµεσος

Άµεσος

Μη άµεσος
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...

Παίρνοντας τον κώδικα C4={00,01,10,11} και µειώνοντας το µήκος µίας εκ των 
κωδικών λέξεων, 00 0, τότε µπορούµε να διατηρήσουµε την δυνατότητα της
άµεσης αποκωδικοποίησης µόνο αν αυξήσουµε το µήκος άλλων κωδικών
λέξεων. Φαίνεται λοιπόν ότι υπάρχει ένα κόστος που καλούµαστε να
πληρώσουµε στην περίπτωση που θέλουµε µικρότερου µήκους λέξεις. Με άλλα
λόγια µικρού µήκους κωδικές λέξεις έχουν µεγάλο κόστος.
Ας εξετάσουµε τον κώδικα µε λέξεις µήκους 3. Το πλήθος των λέξεων είναι
23=8. Ο κώδικας αυτός είναι άµεσος και µοναδικά αποκωδικοποιήσιµος. Αν
κάνουµε την αντικατάσταση 000 0 τότε ο κώδικας που προκύπτει µε όλες τις
υπόλοιπες λέξεις µήκους 3 είναι ο {0, 100,101,110,111}. Φαίνεται λοιπόν ότι
κωδικές λέξεις µήκους 3 κοστίζουν 22 λιγότερο αν θέλουµε να διατηρήσουµε την
µοναδικότητα της αποκωδικοποίησης.
Αν θεωρήσουµε τώρα ότι έχουµε ένα µέγιστο ποσό, έστω 1, να διαθέσουµε για
την δηµιουργία άµεσων και µοναδικά αποκωδικοποιήσιµων κωδικών όπου το
κόστος κάθε λέξης µήκους l είναι 2-l τότε κάθε συνδυασµός µήκους κωδικών
λέξεων δεν θα πρέπει να υπερβαίνει την 1 εάν θέλουµε να είναι µοναδικά
αποκωδικοποιήσιµος. ∆ηλ.

12
1

≤∑
=

−
n

i

li
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Θεώρηµα 12: Ανισότητα του Kraft
Για κάθε άµεσο κώδικα µε πλήθος κωδικών 
συµβόλων του κωδικού αλφαβήτου q και µήκη 
των κωδικών λέξεων li, όπου i=1,2,…,n και n το 
πλήθος των συµβόλων της πηγής ισχύει,

Αντίστροφα, αν για ένα σύνολο µηκών κωδικών 
λέξεων ισχύει η ανισότητα Kraft τότε υπάρχει ένας 
άµεσος κώδικας του οποίου οι κωδικές λέξεις 
έχουν αυτά τα µήκη.

1
1

≤∑
=

−
n

i

liq
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Απόδειξη

Τέτοιοι κώδικες (άµεσοι και αποκωδικοποιήσιµοι) έχουν 
κωδικές λέξεις οι οποίες έχουν ένα µέγιστο µήκος, π.χ lmax. 
Όλες οι λέξεις σε αυτό το επίπεδο είναι είτε µέρος του 
συνόλου των κωδικών λέξεων είτε απόγονοι άλλων κωδικών 
λέξεων οι οποίες βρίσκονται σε µικρότερα επίπεδα.
Το πλήθος των απογόνων µιας κωδικής λέξης του επιπέδου 
li, που βῤίσκονται στο επίπεδο lmax, ισούται µε το πλήθος των 
λέξεων µήκους lmax-li και άρα είναι qlmax-li.
Καθένα από τα σύνολα αυτά των απογόνων κωδικών 
λέξεων δεν έχει κανένα κοινό στοιχείο µεταξύ τους
Επίσης το άθροισµα των απογόνων αυτών δεν µπορεί να 
ξεπεράσει το qlmaxπου είναι όλο το σύνολο των λέξεων (όχι 
κατ’ ανάγκη κωδικών µήκους lmax)
Εποµένως ισχύει 1

11

)( maxmax ≤⇒≤ ∑∑
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−

=

−
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Συνέχεια απόδειξης ανισότητας Kraft (αντίστροφο)

Έστω l1, l2,..., ln, µήκη λέξεων που ικανοποιούν την 
ανισότητα Kraft, τότε είναι δυνατόν να κατασκευαστεί ένα 
δέντρο όπως αυτό που είδαµε προηγουµένως.
Επιλέγοντας µια κωδική λέξη µήκους l1, διαγράφουµε 
όλους τους απογόνους της. Μετά επιλέγουµε από το 
δένδρο που αποµένει µια λέξη µήκους l2, και διαγράφουµε 
τους απογόνους της κ.ο.κ µέχρι ln.
Προσοχή: Το θεώρηµα µας λέει ότι υπάρχει άµεσος 
κώδικας µε µήκη li και όχι ότι κάθε κώδικας µε µήκη li είναι 
που πληροί την ανισότητα είναι άµεσος
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...

Με τις πιθανότητες εµφάνισης των συµβόλων τι γίνεται;
Μπορούµε να βρούµε ένα κώδικα (άµεσο και 
αποκωδικοποιήσιµο) του οποίου οι κωδικές λέξεις να έχουν το 
βέλτιστο δυνατό µήκος; Να έχουν δηλαδή τη κατά µέσο όρο τη 
µικρότερη τιµή µήκους κωδικής λέξης;

Υπάρχει σχέση µήκους λέξης και πιθανότητας εµφάνισης 
συµβόλου πηγής;
Αν αντιστοιχίσουµε κωδικές λέξεις µικρού µήκους σε σύµβολα µε 
µεγάλη πιθανότητα εµφάνισης θα µειωθεί το µέσο µήκος της 
κωδικής λέξης;
Ξέρουµε όµως ότι µικρού µήκους κωδικές λέξεις έχουν µεγάλο 
κόστο αφού χρειάζεται να εισάγουµε µεγάλου µήκους κωδικές
λέξεις για την πλήρη αντιστοίχιση των συµβόλων πηγής.
Ποια είναι η βέλτιστη συµπίεση που είναι δυνατόν να 
επιτευχθεί;

∑i iilpmin
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...

Θεώρηµα 13: Κωδικοποίησης Πηγής
Έστω µια πηγή παράγει S={s1,s2,…,sn} σύµβολα µε πιθανότητα εµφάνισης 
κάθε συµβόλου {p1,p2,...,pn}. Τα σύµβολα αυτά κωδικοποιούνται από ένα 
κωδικό αλφάβητο q συµβόλων και αντιστοιχίζονται σε άµεσο και 
αποκωδικοποιήσιµο κώδικα n κωδικών λέξεων µήκους li η κάθε µία, 
i=1,2,…,n. Αν Η(C) είναι το µέσο πληροφοριακό περιεχόµενο των συµβόλων 
της πηγής τότε ισχύει,

Για q=2, το βέλτιστο (ελάχιστο) µέσο µήκος κωδικής λέξης είναι ίσο µε 
το µέσο πληροφοριακό περιεχόµενο της πηγής των συµβόλων και δεν 
µπορεί να είναι µικρότερο από αυτό.
Για ποιές τιµές των li ισχύει η ισότητα του θεωρήµατος της 
κωδικοποίησης της πηγής;
Ελάχιστο του µήκους των κωδικών λέξεων

Η ισότητα ισχύει όταν

∑
=

≤
n

i
iilp
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Βέλτιστες κωδικές λέξεις για q=2

Η µέση τιµή του µήκους των λέξεων ενός κώδικα 
ελαχιστοποιείται και είναι ίση µε την εντροπία της πηγής 
όταν τα µήκη της κάθε κωδικής λέξης είναι ίσα µε το 
πληροφοριακό περιεχόµενο του κάθε συµβόλου

Αντίστροφα, οποιαδήποτε επιλογή κώδικα και 
κωδικών λέξεων έµµεσα ορίζει και µία κατανοµή 
πιθανότητας {qi},

,z=1 όταν ο κώδικας είναι πλήρης
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...

∆εν µπορούµε λοιπόν να συµπιέσουµε λιγότερο από την 
εντροπία της πηγής.
Πρακτικά πόσο κοντά σε αυτή την τιµή µπορούµε να 
φτάσουµε;
Θεώρηµα 14:

Για κάθε τ.µ Χ υπάρχει ένας άµεσος και µοναδικά 
αποκωδικοποιήσιµος κώδικας C του οποίου η µέση τιµή µήκους, 
L(C,X), ικανοποιεί τη σχέση

H(X) ≤ L(C,X) < H(X)+1
Ο κώδικας αυτός έχει κωδικές λέξεις µήκους 

όπου ⎡χ⎤ είναι ο µικρότερος
ακέραιος που είναι µεγαλύτερος του χ.

( )⎡ ⎤ii pl 1log2=∗
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...

Ποιο είναι λοιπόν το κόστος χρησιµοποίησης ενός κώδικα του οποίου τα
µήκη δεν είναι τα βέλτιστα;
Ας υποθέσουµε ότι {pi} είναι οι πραγµατικές πιθανότητες της πηγής των 
συµβόλων και ο κώδικας που χρησιµοποιούµε έχει µήκη κωδικών λέξεων li*

qi=2-li*⇒li*=-log(qi)

Εναλλακτικά ορίζουµε ως επίδοση του κώδικα το λόγο Η(Χ)/L(C,X)
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Συµπίεση Πληροφορίας ή Κωδικοποίηση 
Πηγής ...
Αλγόριθµοι κωδικοποίησης

FANO
SHANNON
HUFFMAN

JPEG και MPEG χρησιµοποιούν µεταξύ 
άλλων και τον αλγόριθµο Huffman
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Αλγόριθµος Κωδικοποίησης FANO …

Βήµα 1ο: Τα σύµβολα (ή τα µηνύµατα) ταξινοµούνται έτσι ώστε οι 
πιθανότητές τους είναι σε φθίνουσα ακολουθία.
Βήµα 2ο: Στη συνέχεια τα σύµβολα χωρίζονται σε οµάδες ο αριθµός 
των οποίων είναι ίσος µε τον αριθµό των κωδικών συµβόλων (στην 
περίπτωση δυαδικού κώδικα η οµάδες χωρισµού συµβόλων είναι δύο).

Το κριτήριο σχηµατισµού της κάθε οµάδας είναι τέτοιο ώστε αφενός να διατηρείται 
η σειρά των συµβόλων όπως αυτή έχει καθοριστεί από το βήµα 1
Αφετέρου δε να ελαχιστοποείται η σχέση 

Βήµα 3ο: Για κάθε µία οµάδα συµβόλων που δηµιουργήσαµε 
αντιστοιχίζουµε ένα από τα κωδικά σύµβολα ως το πρώτο τον κωδικών 
λεξεων που θα προκύψουν
Βήµα 4ο: Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2 & 3 για κάθε µία από τις 
οµάδες προσθέτοντας κάθε φορά και από ένα κωδικό σύµβολο στην 
κωδική λέξη µέχρι να δηµιουργήσουµε οµάδες µε ένα µόνο σύµβολο
Ο αλγόριθµος FANO δηµιουργεί κώδικες όπου όλες οι κωδικές λέξεις 
είναι του ίδιου µήκους εάν η διαίρεση σε υποοµάδες γίνεται πάντα µε 
την ίδια πιθανότητα. 
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Αλγόριθµος Κωδικοποίησης FANO …

00

01

1/4

1/4

{s1}

{s2}0

1

1/2

1/2

{s3,…,s10}

{s1,s2}

10

11

1/4

1/4

{s3,s4}

{s5,…,s10}

101
1/8

{s4}

{s3}

100

1/8

110

111

1/8

1/8

{s5,s6}

{s7,…,s10}

1/16

1/16

1100

1101

{s5}

{s6}

1/16

1/16

1110

1111

{s7,s8}

{s9,s10}

11110

{s5}

11111

{s5}

1/32

1/32

11100

{s7}

11101

{s8}

1/32

1/32

Παράδειγµα
S={s1,s2,…,s10}
{p1,p2,…,p10}={1/4,1/4,1/8,1/8,1/16,1/16,1/32,1/32,1/32,1/32}
Ποιες είναι οι κωδικές λέξεις χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο 
FANO
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Αλγόριθµος κωδικοποίησης SHANNON …

Βήµα 1ο: Τα σύµβολα (ή τα µηνύµατα) ταξινοµούνται έτσι ώστε οι 
πιθανότητές τους είναι σε φθίνουσα ακολουθία, όπως ακριβώς και του 
FANO.
Βήµα 2ο: Για κάθε σύµβολο si του οποίου η πιθανότητα εµφάνισης είναι 
p(si) υπολογίζεται η αθροιστική πιθανότητα Pj ως εξής:

Βήµα 3ο: Το µήκος της κωδικής λέξης που αντιστοιχεί στο σύµβολο si
ισούται µε τον ακέραιο αριθµό li, που πληροί τη σχέση

Βήµα 4ο: Η κωδική λέξη ci που αντιστοιχεί στο σύµβολο πηγής si είναι 
το δυαδικό ανάπτυγµα του κλάσµατος Pi (µόνο τα πρώτα li bits 
αναπτύγµατος)
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Αλγόριθµος κωδικοποίησης SHANNON …

Μετατροπή δεκαδικού κλασµατικού αριθµού 
σε δυαδικό
Ισχύει ότι το δυαδικό ανάπτυγµα ενός δεκαδικού 
αριθµού F είναι 

όπου τα αi είναι 0 ή 1
Πολλαπλασιάζοντας το F µε το 2 έχουµε ότι 

Από αυτό προκύπτει ότι το α1 ισούται µε 0 εάν 2F 
<1 και 1 εάν 2F≥1
Οµοίως τo α2 ισούται µε 0 εάν το 2(2F-α1)<1 και 1 
εάν 2(2F-α1) ≥1, κοκ
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Αλγόριθµος κωδικοποίησης SHANNON …

Παράδειγµα µετατροπής δεκαδικού κλάσµατος σε δυαδικό
F=0.375

2F=2*0.375=0.75 < 1 ⇒ α1=0
2(2F-α1)=2*0.75=1.5 ≥ 1 ⇒ α2=1
2(2(2F-α1)-α2)=2(1.5-1)=1 ≥ 1 ⇒ α3=1
Άρα το δυαδικό ανάπτυγµα του 0.375 είναι 0.011

F=0.327
2*0.327=0.654 < 1 ⇒ α1=0
2*0.654=1.308 ≥ 1 ⇒ α2=1
2*(1.308-1)=0.616 < 1 ⇒ α3=0
2*0.616=1.232 ≥ 1 ⇒ α4=1
2*(1.232-1)=0.464 < 1 ⇒ α5=0
2*0.464=0.928 < 1 ⇒ α6=0
2*0.928=1.956 ≥ 1 ⇒ α7=1
2*(1.956-1)=1.912 ≥ 1 ⇒ α8=1
2*(1.912-1)=1.824 ≥ 1 ⇒ α9=1
Άρα το δυαδικό ανάπτυγµα του 0.327 είναι 0.010100111…
Παρατηρούµε ότι είναι δυνατόν το δυαδικό ανάπτυγµα ενός κλάσµατος να
αποτελείται από άπειρα δυαδικά ψηφία



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

0

Αλγόριθµος κωδικοποίησης SHANNON …
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αράδειγµα
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...

∆οθέντος µιας πηγής συµβόλων µε πιθανότητες εµφάνισης 
pi, πως µπορούµε να σχεδιάσουµε ένα βέλτιστο άµεσο 
κώδικα;
Με τον όρο βέλτιστο εννοούµε ελαχιστοποίηση του µέσου 
µήκους των κωδικών λέξεων ακεραίου µήκους.
Η διαδικασία Huffman βασίζεται σε δύο παρατηρήσεις που 
έχουν σχέση µε βέλτιστους κώδικες:

Σε έναν βέλτιστο κώδικα τα σύµβολα που εµφανίζονται 
συχνότερα (µεγαλύτερη πιθανότητα εµφάνισης) θα πρέπει  να 
αντιστοιχούν σε µικρότερες κωδικές λέξεις απ’ ότι σύµβολα µε 
µικρότερη συχνότητα εµφάνισης
Σε ένα βέλτιστο κώδικα τα δύο σύµβολα µε τη µικρότερη 
πιθανότητα εµφάνισης αντιστοιχούν σε κωδικές λέξεις ίδιου 
µήκους
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...

0
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00

01

10

11

000

001

010

011

100

101

110

111

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1

0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

S={α,β,γ,δ,ε}

11110

11111
Εάν τα δύο λιγότερο πιθανά σύµβολα αντιστοιχούσαν σε κωδικές λέξεις διαφορετικού 
µήκους, για να είναι ο κώδικας άµεσος (προθεµατικός) δεν θα πρέπει οι κωδικές λέξεις αυτές 
να αποτελούν προθέµατα άλλης κωδικής λέξης ούτε και µεταξύ τους. Άρα αν η µία είναι 
µεγαλύτερη από την άλλη κατά κ bits καταργώντας τα η λέξη που παίρνουµε είναι επίσης 
κωδική λέξη και µάλιστα ίδιου µήκους. ∆ιαφέρουν δε µόνο ως προς το τελευταίο bit (0 ή 1)

C={0,10,110,1110,1111}
P={1/2,1/4,1/8,1/16,1/16}
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...

Ας δούµε πως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 
προηγούµενες παρατηρήσεις για να δηµιουργήσουµε 
ένα αλγόριθµο βέλτιστου κώδικα
Παράδειγµα

Α={α1,α2,α3,α4,α5}, P(α1)=P(α3)=0.2, P(α2)=0.4, 
P(α4)=P(α5)=0.1, και c(αi) συµβολίζει την κωδική λέξη που 
αντιστοιχεί στο σύµβολο αi
Η εντροπία της πηγής είναι Η(Α)=2.122 bits/σύµβολο
Τα δύο σύµβολα µε την µικρότερη πιθανότητα είναι τα α4 
και α5 των οποίων οι κωδικές λέξεις είναι ίδιου µήκους και 
διαφέρουν κατά 0 και 1

c(α4)=a1*0
c(α5)=a1*1

όπου * υποδηλώνει την προσθήκη 0 ή 1 στην ήδη υπάρχουσα 
ακολουθία a1 bits

Αν δηλώσουµε τώρα ένα νέο αλφάβητο Α΄={α1,α2,α3,α4΄}, 
µε P(α1)=P(α3)=0.2, P(α2)=0.4, P(α4΄)=0.2, τότε οι κωδικές
λέξεις που αντιστοιχούν σε αυτό το αλφάβητο δίνονται από 
τον πίνακα
Οµοίως στο αλφάβητο Α΄, τα α3,α4΄ επίσης διαφέρουν κατά 
0 και 1

c(α3)=a2*0
c(α4΄)=a2*1⇒ a1= a2*1⇒ c(α4)=a2*10 και c(α5)=a2*11

αi pi c(αi)

α2

α3

α4΄

α1

0.4

0.2

0.2

0.2

c(α1)

c(α3)
a1

c(α2)
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...
∆ηµιουργώντας διαδοχικά ένα νέο αλφάβητο Α΄΄ µε ένα 
ακόµα λιγότερο σύµβολα έχουµε
Α΄΄={α2,α3΄,α1}, µε P(α2)=0.4, P(α3΄)= P(α2)= 0.2, τότε οι 
κωδικές λέξεις που αντιστοιχούν σε αυτό το αλφάβητο 
δίνονται από τον πίνακα
c(α3΄)=a3*0 ⇒ a2= a3*0 
c(α1)=a3*1
Από το προηγούµενο βήµα έχουµε

c(α3)=a2*0 = a3*00
c(α4)=a2*10 = a3*010
c(α5)=a2*11 = a3*011

Τέλος συνδυάζοντας τα α3΄ και α1 έχουµε
c(α3΄΄)=0 ⇒ a3= 0
c(α2)=1
Άρα ο συνολικός βέλτιστος κώδικας είναι

αi pi c(αi)

α3΄
α1

α2

0.4

0.2

0.4

a2

c(α1)

c(α2)

αi pi c(αi)
α3΄΄
α2

0.6

0.4

a3

c(α2)
αi pi c(αi)

α2

α3

α4

α1

0.4

0.2

0.2

0.4

1

000
0010

01

α5 0.2 0011
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...

Αλγόριθµος κωδικοποίησης HUFFMAN
Ο αλγόριθµος Huffman κατασκευάζει το δυαδικό δέντρο αρχίζοντας από τα 
φύλλα του και προχωράει προς τη ρίζα του.
Βήµα 1ο: Τα σύµβολα (ή τα µηνύµατα) ταξινοµούνται έτσι ώστε οι 
πιθανότητές τους είναι σε φθίνουσα ακολουθία.
Βήµα 2ο: Στη συνέχεια παίρνουµε τα δύο σύµβολα µε τις µικρότερες 
πιθανότητες. Γι’ αυτά µέσα από την διαδικασία του αλγορίθµου θα 
αναθέσουµε, τις µακρύτερες δυνατές κωδικές λέξεις έτσι ώστε αυτές να 
έχουν το ίδιο µήκος και να διαφέρουν στο τελευταίο τους ψηφίο.

Το βήµα αυτό θα δηµιουργήσει το τελευταίο από τα ψηφία της κωδικής λέξης
Βήµα 3ο: Συνδυάζοντας τα δύο σύµβολα που επιλέξαµε στο βήµα 2 σε ένα 
και αναθέτοντας στο συνδυασµένο σύµβολο το άθροισµα των πιθανοτήτων 
των επιµέρους συµβόλων επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία από το βήµα 1 
µεταξύ των συµβόλων που αποµένουν και του συµβόλου που 
δηµιουργήσαµε µέχρις ότου καταλήξουµε σε ένα σύµβολο µε πιθανότητα 1.
Βήµα 4ο: Οι κωδικές λέξεις που αντιστοιχούν στο κάθε σύµβολο 
αποτελούνται από τις ακολουθίες 0 και 1 που δηµιουργούνται αν 
διατρέξουµε το δένδρο που δηµιουργήθηκε από τον κόµβο µε το µοναδικό 
σύµβολο προς τα σύµβολα από τα οποία ξεκινήσαµε
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...

Παράδειγµα
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...

Παράδειγµα
Παρατηρείστε τις 
διαφορές που 
υπάρχουν µεταξύ 
βέλτιστου µήκους και 
ελάχιστου µήκους
Η(Χ)=4.11 bits
L(C,X)=4.15 bits
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Κωδικοποίηση HUFFMAN ...

Παρατηρήσεις σχετικά µε τον αλγόριθµο Huffman
Αποδεικνύεται ότι κανένας άλλος αλγόριθµος δεν µπορεί να 
οδηγήσει στην κατασκευή κώδικα µε µικρότερο µέσο µήκος 
κωδικών λέξεων για ένα δεδοµένο αλφάβητο πηγής. 
Η κατασκευή του δένδρου γίνεται από τα φύλλα προς τη 
ρίζα του δένδρου,
Σε αντίθεση µε τον αλγόριθµο FANO όπου δηµιουργεί το 
δένδρο από τη ρίζα του προς τα φύλλα διαιρώντας κάθε 
φορά το σύνολο συµβόλων σε δύο σύνολα. Ένας τέτοιος 
αλγόριθµος είναι πάντα λιγότερο βέλτιστος.
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Κώδικες Ακολουθιών Συµβόλων.
Μειονεκτήµατα αλγορίθµου Huffman

Υπόθεση: Τα σύµβολα της πηγής παράγονται ανεξάρτητα το ένα από το 
άλλο. Τι γίνεται όµως αν τα σύµβολα αυτά εξαρτώνται από το ποια σύµβολα 
έχουν παραχθεί στο άµεσο παρελθόν;
Γνωρίζουµε ότι ο αλγόριθµος Huffman παράγει βέλτιστο κώδικα και άρα 
βάσει του θεωρήµατος ισχύει ότι 

Η(Χ) ≤ L(C,X) < H(X)+1
Άρα κατά µέσο όρο και ανά σύµβολο έχουµε πλεονάζοντα bits µεταξύ 0 και 1.
Αν η εντροπία Η(Χ) της πηγής είναι µεγάλη τότε το πλεονάζον αυτό bit, 
L(C,X)-H(X), θα ήταν αµελητέο στην παραγωγή µηνυµάτων. Αν όµως η
εντροπία είναι µικρότερη από 1 bit τότε το πλεονάζον bit θα ήταν καθοριστικό
στην παραγωγή µηνυµάτων.

Χρειάζεται να ξέρουµε τις πιθανότητες εµφάνισης εκ των προτέρων. Αν
όχι τότε θα πρέπει να συλλέξουµε πρώτα τα στατιστικά µιας πηγής και
µετά να εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο

Έτσι λοιπόν παρόλο που οι κώδικες Huffman θεωρούνται
βέλτιστοι αυτό αφορά στην παραγωγή συµβόλων και όχι στην
παραγωγή µηνυµάτων που είναι και αυτό που χρειαζόµαστε στην
πράξη.
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Κώδικες Ακολουθιών Συµβόλων...

Παράδειγµα
Έστω µία πηγή µε αλφάβητο Α={α1,α2,α3} και 
P={0.8,0.02,0.18}. 
Η(Α)=0,816 bits/symbol
Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο του Huffman
παίρνουµε τις εξής κωδικές λέξεις και µήκη
Παρατηρούµε ότι το µέσο µήκος κωδικής
λέξης είναι 1.2 bits/symbol το οποίο απέχει 
κατά 47% από την εντροπία δηλαδή υπάρχει 
πλεονασµός κατά 0.384 bits/symbol.
Σε επίπεδο µηνυµάτων (ακολουθίες 
συµβόλων) αυτός ο πλεονασµός παίζει 
καθοριστικό ρόλο

Π.χ. Για ακολουθίες µηνυµάτων που 
αποτελούνται από Ν=1000 σύµβολα τότε 
σύµφωνα µε την κωδικοποίηση κατά Huffman 
θα παράγαµε κατά µέσο όρο 384 bits 
περισσότερα από τα 816 που είναι τα αναγκαία

Τι πρέπει να γίνει;

αi pi H li C(αi)

α1

α3

α2

0.8

0.18

0. 02

0.322

2.474

5.644

1

2

2

0

10

11

0,816

H(Α)
1,2

L(C,Α)
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Κώδικες Ακολουθιών Συµβόλων...

Παράδειγµα (συνέχεια)
Να εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο όχι σε 
επίπεδο συµβόλων αλλά σε επίπεδο 
µηνυµάτων.
Έτσι για µηνύµατα δύο συµβόλων έχουµε 
Το µέσο µήκος κάθε κωδικής λέξης που 
αντιστοιχεί σε µήνυµα 2 συµβόλων είναι 
1.7228 bits και άρα κάθε σύµβολο το µέσο 
µήκος κωδικής λέξης ανά σύµβολο είναι 
1.7228/2=0.8614 bits το οποίο συγκρινόµενο 
µε την εντροπία Η(Α)=0.816 είναι µόλις κατά 
5.5% προσαυξηµένο
Το πρόβληµα που παρουσιάζει αυτή η 
µέθοδος στην πράξη είναι ότι χρειάζεται να 
υπολογίσουµε όλες τις πιθανότητες των 
πιθανών µηνυµάτων. Για ένα αλφάβητο µε n 
σύµβολα και µηνύµατα µήκους m τότε το 
σύνολο όλων των µηνυµάτων είναι mn, 
δηλαδή για ένα αλφάβητο 5 συµβόλων και 
µηνύµατα µήκους 10 θα χρειαστεί να 
υπολογίσουµε περίπου 10 εκ. πιθανότητες 
πρώτα!!

αi pi H li C(αi)

α1α1

α1α3

α1α2

0.64

0.144

0. 016

0.644

2.796

5.966

1

2

5

0

11

10101

1,632
H(Α2)

1,7228
L(C,Α2)

α2α1

α2α3

α2α2

0.016

0.0036

0. 0004

5.966

8.118

11.288

6

7

8

101000

1010011

10100101

α3α2

α3α1

0.0036

0. 144

8.118

2.796

8

3

10100100

100

α3α3 0.0324 4.948 4 1011

2*H(Α) L(C,Α2)/2=0,861
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Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής ...

Θεώρηµα Shannon Κωδικοποίησης 
Πηγής
Έστω Χ µια τ.µ. παραγωγής συµβόλων πηγής µε 
εντροπία Η(Χ)=Η bits. Για κάθε δ>0 και 0<θ<1, 
υπάρχει ένας θετικός ακέραιος αριθµός Ν0, τέτοιος 
ώστε για κάθε Ν>N0, ισχύει

( ) δθ <−ΧΠ Ν H
N
1
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∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...

Οι πηγές παραγωγής συµβόλων που συναντήσαµε µέχρι τώρα 
υποθέταµε ότι παράγουν ακολουθίες συµβόλων στις οποίες το 
κάθε σύµβολο έχει παραχθεί ανεξάρτητα από το τι έχει συµβεί 
στο παρελθόν.
Τέτοιου είδους πηγές δεν αντιστοιχούν σε πραγµατικά φαινόµενα 
αφού συνήθως η παραγωγή συµβόλων πηγής παρουσιάζει 
στατιστικές εξαρτήσεις µεταξύ των.
Οι εξαρτήσεις αυτές µπορεί να επηρεάζουν την παραγωγή 
συµβόλων τα οποία είτε απέχουν µεγάλα χρονικά διαστήµατα 
µεταξύ τους είτε µόλις λίγα σύµβολα.
Μια ειδική περίπτωση είναι όταν η παραγωγή ενός συµβόλου 
παρουσιάζει στατιστικές εξαρτήσεις µόνο µε το αµέσως 
προηγούµενό του.
Τέτοιου είδους διαδικασίες ονοµάζονται Μαρκοβιανές διαδικασίες
ή αλυσίδες και οι πηγές οι οποίες υπόκεινται σε αυτές, πηγές 
Markoff



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...

∆ιαδικασίες Markoff
Έστω {Υ1,Υ2,...,Υn} µια ακολουθία τ.µ. Έτσι ώστε κάθε µία 
τ.µ. Υi, i=1,2,…,n, παίρνει τιµές από το σύνολο συµβόλων 
S={s1,s2, …,sm}
Η τυχαία αυτή διαδικασία ορίζεται από τη συνδυασµένη 
συνάρτηση µάζας πιθανότητας

P{(Υ1,Υ2,...,Υn)=(y1,y2,...,yn)}=p(y1,y2,...,yn), yi∈S
Εάν ισχύει ότι

P{Υn+1= yn+1/ Υn= yn, Υn-1= yn-1,…, Υ1= y1}= P{Υn+1= yn+1/ Υn= yn)
Tότε λέµε ότι η {Υ1,Υ2,...,Υn} είναι µία διαδικασία Markoff

Εφαρµόζοντας επαναληπτικά το τύπο που συνδέει τη 
συνδυασµένη συνάρτηση µάζας πιθανότητας µε την 
εξαρτηµένη βρίσκουµε ότι

p(y1,y2,...,yn)= p(yn/yn-1) p(yn-1/yn-2) … p(y2/y1) p(y1)
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∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...
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∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...

Παράδειγµα
Έστω µία στατική πηγή Markoff µε πίνακα µετάβασης
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⎡
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∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...

Εντροπία των πηγών Markoff
Η εντροπία της πηγής ορίζεται ως ο µέσος όρος 
της εντροπίας συµβόλων που εκπέµπονται από 
κάθε κατάσταση
Εάν Χ, Υ είναι τ.µ των συµβόλων που 
εκπέµπονται από την πηγή Markoff τότε ισχύει

( ) symbolbitsPPiYXH
m

j
ijij /log/

1
∑
=

−==

( ) symbolbitsPPYXH
m

i

m

j
ijiji /log/

1 1
∑ ∑
= =

= π
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∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...

Μηνύµατα που παράγονται από πηγές Markoff
Έστω Χ η τ.µ. µιας πηγής συµβόλων {0,1}
XN, η τ.µ. που συµβολίζει όλες τις ακολουθίες συµβόλων ‘0’ και ‘1’, µήκους Ν.

Το πλήθος των ακολουθιών συµβόλων ‘0’ και ‘1’, µήκους Ν, που µπορούν να 
δηµιουργηθούν είναι 2Ν. 

Εάν mi, i=1,2,…,2N είναι µία από τις ακολουθίες της ΧΝ, τότε η εντροπία της 
πηγής που παράγει µηνύµατα µήκους Ν είναι

Η µέση ποσότητα πληροφορίας ανά σύµβολο είναι

Πρόταση
Η Μέση ποσότητα πληροφορίας των συµβόλων της πηγής Η(ΧΝ), η οποία είναι µία 
µονότονα αύξουσα συνάρτηση του Ν, ισχύει

( ) symbolbitsPPXH
N

m

i

m

j
ijiji

N

N
/log1lim

1 1
∑ ∑
= =

∞→
=⎟

⎠
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⎜
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∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...

Παράδειγµα
Έστω µία στατική πηγή Markoff η οποία παράγει τα σύµβολα φ, χ, ψ, 
βάσει του πίνακα µετάβασης

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3/13/13/1
4/304/1

02/12/1 Χ2 pi H(xi
2) li C(si) (FANO)

φφ

φψ
φχ

5/27

0

5/27

2.433

0

2.433

2

-

3

01

-

100

2.72 2.78

φ χ ψ
φ
χ
ψ

[ ]27/9,27/8,27/10
,

===
=

ψχϕ πππ
ππ P

χφ

χψ
χχ

ψφ

ψψ
ψχ

2/27

6/27

0

3/27

3/27

3/27

P(χψ)=P(ψ/χ)πχ=(3/4)*(8/27)

3.755

2.17

0

3.17

3.17

3.17

1011

00

-

110

1010

111

4

2

-

3

4

3

(1.39 bits/symbol)

H(X2) L(C,X2)
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∆ιακριτές Πηγές Πληροφορίας Με Μνήµη ...

Παράδειγµα (συνέχεια)
Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Huffman για κάθε σύµβολο φ, χ, ψ 
ξεχωριστά τότε 

Χ πi H(xi) li C(si)

φ

ψ
χ

10/27

9/27

8/27

1.433

1.585

1.756

1

2

2

0

11

10

1.58 1.63

Η(Χ)
L(C,X)

1.58

1.63

H(X) L(C,X)

Η(Χ2)
L(C,X2)

2.72

2.78

L(C,X2)/2 1.39

Η(Χ/Y)
[ ]
[ ]
[ ]ψψψψψχψχψϕψϕψ

χψχψχχχχχϕχϕχ

ϕψϕψϕχϕχϕϕϕϕϕ

π

π

π

pppppp
pppppp
pppppp

logloglog
logloglog
logloglog

++

+++

+++
1.14

?

2*L(C,X) 3.26
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Κανάλια Επικοινωνίας

∆ιακριτά Κανάλια Επικοινωνίας Χωρίς Μνήµη
Σχέσεις Πληροφορίας εισόδου – εξόδου
Αµοιβαία Πληροφορία
Χωρητικότητα διακριτών καναλιών χωρίς 
µνήµη
Θεµελιώδες Θεώρηµα Πληροφορίας
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Κανάλι µε
Θόρυβο

Κανάλια Επικοινωνίας ...

Πηγή

Κωδικοποιητής Αποκωδικοποιητής

∆έκτης

ŝs

t r
Κανάλι

Επικοινωνίας

Κωδικοποιητής
Πηγής/Συµπίεση

Αποκωδικοποιητής
Πηγής/Αποσυµπίεση

q̂q

Μοντέλο
Μοντέλο
Μοντέλο

s′

Μοντέλο
Μοντέλο

s′ˆ

Μοντέλο

Θόρυβος
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Είδη Καναλιών
∆ιακριτά Κανάλια

Χωρίς Μνήµη
Με Μνήµη

Συνεχή Κανάλια
Χωρίς Μνήµη
Με Μνήµη

Ποσότητα πληροφορίας που µεταφέρεται πάνω από ένα κανάλι 
χωρίς µνήµη
Χωρητικότητα διακριτού Καναλιού, C, παρουσία θορύβου.
2ο Θεµελιώδες θεώρηµα κωδικοποίησης καναλιού του Shannon
Χωρητικότητα συνεχούς Καναλιού, C, παρουσία προσθετικού 
θορύβου
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
∆ιακριτά Κανάλια Χωρίς Μνήµη

KANΑΛΙ

Χ, pX(xi)

... ...

Υ, pY(yj)

x1

x2

xn-1

xn

y1

y2

yn-1

yn

...

xi ...

yj
pij

pi2

pi1

pin-1

pin

[pY/X(yj/xi)]=[pij]=[PY/X]

[PY]=[PX] [PY/X]

Συγκρίνετε αυτούς τους τύπους
µε τους αντίστοιχους της στατικής
Μαρκοβιανής αλυσίδας

[PX]=[pX(x1) pX(x2) ... pX(xN) ]

[PΥ]=[pΥ(y1) pΥ(y2) ... pΥ(yN) ]

( ) ( ) Njpxpyp
N

i
ijiXjY ,...,1,

1

== ∑
=
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Υπενθύµιση
Συνδυασµένη Εντροπία

Η(Χ,Υ)=Η(Χ)+Η(Υ/Χ)
∆εσµευµένη Εντροπία

Αµοιβαία Πληροφορία
Ι(Χ;Υ)= Η(Χ)-Η(Χ/Υ)=H(Y)-H(Y/X)
Είναι το µέγεθος εκείνο που µετράει το ποσό της 
µείωσης της αβεβαιότητας της Χ όταν γίνει γνωστό το Υ.
Τη µέση πληροφορία της Χ που µεταφέρεται στη Υ. 

∑∑−=ΥΧΗ
x y

yxpyxp )/(log),()/(

∑∑−=ΥΧΗ
x y

yxpyxp ),(log),(),(

H(X/Y) Ι(X;Υ) Η(Υ/Χ)

H(Y)
H(Χ)

H(Χ,Υ)H(Χ,Υ)
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

∆υαδικό κανάλι χωρίς θόρυβο
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

Ενθόρυβο κανάλι µε µη επικαλυπτόµενες εξόδους

Χ, pX(xi)
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Υ, pY(yj)
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

Ενθόρυβη Γραφοµηχανή
{α,β,γ,δ,...,χ,ψ,ω}
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

∆υαδικό συµµετρικό κανάλι
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

∆υαδικό κανάλι µε αποσβέσεις

Χ, pX(xi)

x1

x2

Υ, pY(yj)
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών
Το κανάλι Z
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

Συµµετρικά κανάλια
Ορισµοί

Ένα κανάλι λέγεται συµµετρικό εάν οι γραµµές του πίνακα µετάβασης 
[pij]=[PY/X] µπορούν να προκύψουν από συνδυασµούς των στοιχείων της κάθε 
γραµµής και το ίδιο να συµβαίνει και για τις στήλες
Ένα κανάλι λέγεται µερικώς συµµετρικό (weakly symmetric) εάν εάν οι 
γραµµές του πίνακα µετάβασης [pij]=[PY/X] µπορούν να προκύψουν από 
συνδυασµούς των στοιχείων της κάθε γραµµής και το άθροισµα των 
στοιχείων της κάθε στήλης να είναι πάντα το ίδιο
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

Συµµετρικό κανάλι
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών

Μερικώς Συµµετρικό κανάλι
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Πιθανότητες Εισόδου Καναλιού εάν γνωρίζουµε την έξοδο 
(Κανόνας Bayes)

1. Έστω ένα δυαδικό συµµετρικό κανάλι επικοινωνίας όπου f=0.15 και 
PX={pX(0)=0.9, pX(1)=0.1}. Υποθέτοντας ότι y=1 τότε είναι δυνατόν να υπολογίσουµε 
την πιθανότητα το σύµβολο που µεταδόθηκε να ήταν επίσης 1

2. Έστω ένα κανάλι επικοινωνίας Ζ όπου f=0.15 και PX={pX(0)=0.9, pX(1)=0.1}. 
Υποθέτοντας ότι y=1 τότε είναι δυνατόν να υπολογίσουµε την πιθανότητα το σύµβολο 
που µεταδόθηκε να ήταν επίσης 1
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Πληροφορία η οποία µεταφέρεται από το κανάλι.
Με τον όρο πληροφορία πάνω από το κανάλι εννοούµε το ποσοστό της
πληροφορίας που µεταφέρεται τελικά χωρίς λάθος µέσα από το κανάλι.
Στόχος µας είναι να βρούµε τρόπους ώστε τα bits τα οποία στέλνουµε να 
µπορούν να ανακτηθούν (παραληφθούν) µε πολύ µικρή πιθανότητα 
λάθους.
Με άλλα λόγια θέλουµε να µετρήσουµε την πληροφορία η οποία 
σχετίζεται µε τη Χ (είσοδος στο κανάλι) και η οποία εµπεριέχεται στην Υ 
(έξοδος στο κανάλι) δηλ. την αµοιβαία πληροφορία Ι(Χ;Υ)

I(X;Y)=H(X)-H(X/Y)=H(Y)-H(Y/X)
Πρακτικά αυτό που µας ενδιαφέρει είναι να βρούµε τρόπους έτσι ώστε τα 
bits (η πληροφορία) τα οποία στέλνονται πάνω από το κανάλι να 
µπορούν να ανακτηθούν µε τέτοιο τρόπο ουτοσώστε η πιθανότητα 
λάθους να είναι αµελητέα.
Αντί του συµβολισµού Ι(Χ;Υ) χρησιµοποιείται και ο συµβολισµός R και 
τότε µιλάµε για ρυθµό µετάδοσης
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Ορισµένες ερµηνείες σχετικά µε τις ποσότητες της 
πληροφορίας

Η(Χ/Υ): Καλείται και αβεβαιότητα αφού εκφράζει ακριβώς 
το πόσο αβέβαιοι είµαστε ως προς το σύµβολο της εισόδου 
x αν στην έξοδο έχει ληφθεί το y. Σχετίζεται µε τις εκ των 
υστέρων πιθανότητες
Η(Υ/Χ): Μπορεί να εκληφθεί και ως µέση αβεβαιότητα ως 
προς το y αν είναι γνωστό το x.
H(X), H(Y) αντιπροσωπεύουν την µέση ποσότητα 
πληροφορίας που µεταφέρεται από τις εισόδους και τις 
εξόδους του συστήµατος και κατ’ αντιστοιχία τον µέσο 
αριθµό bits κάθε κωδικής λέξης.
Ι(Χ;Υ): Η Αµοιβαία πληροφορία συµβολίζει το πληροφορικό 
περιεχόµενο που µεταδόθηκε τελικά πάνω από το κανάλι, 
δηλ. Η(Χ)-Η(Χ/Υ)
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Αµοιβαία Πληροφορία Καναλιών
1. Έστω ένα δυαδικό συµµετρικό κανάλι επικοινωνίας όπου 
f=0.15 
Περίπτωση 1η: PX={pX(0)=0.9, pX(1)=0.1}. 

Εφαρµόζοντας τον τύπο µε τους πίνακες είναι δυνατόν να 
υπολογίσουµε PΥ={pΥ(0)=0.78, pΥ(1)=0.22}.
Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)=Η(0.22)-Η(0.15)=0.76-0.61=0.15 bits
Η(Χ)=0.47 bits

Περίπτωση 2η: PX={pX(0)=0.5, pX(1)=0.5}. 
Εφαρµόζοντας τον τύπο µε τους πίνακες είναι δυνατόν να 
υπολογίσουµε PΥ={pΥ(0)=0.5, pΥ(1)=0.5}.
Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)= Η(0.5)-Η(0.15)=1-0.61=0.39 bits
Η(Χ)=1 bit

Παρατηρούµε ότι η αµοιβαία πληροφορία παίρνει την µέγιστη 
τιµή της στη 2η περίπτωση όταν µεγιστοποιείται το Px
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Αµοιβαία Πληροφορία Καναλιών
2. Έστω ένα κανάλι επικοινωνίας Ζ όπου f=0.15
Περίπτωση 1η: PX={pX(0)=0.9, pX(1)=0.1}.

Οµοίως, PΥ={pΥ(0)=0.915, pΥ(1)=0.085}.
Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)= Η(0.085)-[0.9*Η(0)+0.1*Η(0.15)] =0.36 bits
Η(Χ)=0.47 bits

Περίπτωση 2η: PX={pX(0)=0.5, pX(1)=0.5}.
Οµοίως, PΥ={pΥ(0)=0.575, pΥ(1)=0.425}.
Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)= Η(0.575)-[0.5*Η(0)+0.5*Η(0.15)]=0.98-
0.3=0.679 bits
Η(Χ)=0.47 bits

Παρατηρούµε ότι και στην περίπτωση του καναλιού Ζ η αµοιβαία 
πληροφορία παίρνει την µέγιστη τιµή της επίσης στη 2η

περίπτωση όταν µεγιστοποιείται το Px
Παρατηρείστε ότι το Ζ κανάλι έχει µεγαλύτερη πιστότητα απ’ ότι 
το συµµετρικό κανάλι.
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Τι πρέπει λοιπόν να κάνουµε για να 
µεταδώσουµε όσο το δυνατόν περισσότερη 
πληροφορία;

H(X/Y) Ι(X;Υ) Η(Υ/Χ)

H(Y)
H(Χ)

H(Χ,Υ)H(Χ,Υ) Μεγιστοποίηση
Αµοιβαίας

Πληροφορίας
max Ι(Χ;Υ)
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Κανάλια Επικοινωνίας ...
Μεγιστοποίηση Αµοιβαίας Πληροφορίας

Η αµοιβαία πληροφορία παρατηρούµε ότι εξαρτάται από την 
κατανοµή PX της τ.µ. Χ της εισόδου στο κανάλι.
Για να µεγιστοποιήσουµε την max Ι(Χ;Υ) θα πρέπει να βρούµε 
την καλύτερη δυνατή κατανοµή PX.
Έτσι λοιπόν καλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η χωρητικότητα C, 
του καναλιού Q, είναι:

C(Q)=max I(X;Y)

Η κατανοµή PΧ η οποία µεγιστοποιεί την παραπάνω σχέση λέγεται 
βέλτιστη κατανοµή.
Μπορεί να υπάρχουν παραπάνω από µία βέλτιστες κατανοµές.

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι ο τρόπος µε τον οποίο 
ορίσαµε την χωρητικότητα καναλιού C, αντιστοιχεί σε εκείνο το 
µέγεθος το οποίο µετρά την ποσότητα της πληροφορίας που 
είναι δυνατόν να µεταφερθεί πάνω από ένα ενθόρυβο διακριτό 
κανάλι χωρίς µνήµη.

PX
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Μεγιστοποίηση Αµοιβαίας Πληροφορίας Καναλιών
1. ∆υαδικό Κανάλι Χωρίς Θόρυβο

C(Q)=max I(X;Y)=1 bit, Προσοχή: Ι(Χ,Υ)=Η(Χ)

2. Ενθόρυβο κανάλι µε µη επικαλυπτόµενες εξόδους
C(Q)=max I(X;Y)=1 bit

3. Ενθόρυβη γραφοµηχανή, pii=pi,i+1=1/2, i=α,β,...,ψ,ω.
Παρατηρούµε ότι κάθε ένα γράµµα είτε λαµβάνεται σωστά είτε 
λαµβάνεται το επόµενό του µε πιθανότητα ½. Με δεδοµένο ότι έχουµε 24 
διαφορετικά σύµβολα εάν µεταδίδαµε µόνο κάθε δεύτερο σύµβολο δηλ. 
β,δ,ζ,θ,...,χ,ω, τότε µόνο αυτά τα 12 σύµβολα από τα 24 θα µπορούσαν 
να µεταδοθούν και στη συνέχεια να αποκωδικοποιηθούν χωρίς 
σφάλµατα. Με άλλα λόγια η χωρητικότητα του καναλιού είναι log12 bits
Στο ίδιο συµπέρασµα θα καταλήγαµε εάν χρησιµοποιούσαµε τον ορισµό

max I(X;Y)=max [H(Y)-H(Y/X)]=max H(Y) -1=log24-1=log12

PX

PX

PX PX PX



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κανάλια Επικοινωνίας ...
Μεγιστοποίηση Αµοιβαίας Πληροφορίας Καναλιών

∆υαδικό συµµετρικό κανάλι, f.
I(X;Y)=H(Y)-H(Y/X)

=H(Y)-∑p(x)H(Y/X=x)
=H(Y)- ∑p(x)H(f)
=H(Y)-H(f)
≤1-H(f)

∆υαδικό κανάλι απόσβεσης, α.
max I(X;Y)=max(H(Y)-H(Y/X))

=max(H(Y)-H(α))
=maxH(Y)-H(α)

Θα µπορούσε να είναι max H(Y)=log3 αλλά αυτή η τιµή δεν είναι εφικτή 
για καµµία τιµή της pΧ(xi), i=1,2
Αν θέσουµε pX(x1)=1-π, και pX(x2)=π, τότε από τα pY(yi), i=1,e,2 δίνονται 
από τους τύπους (βλ. διαφάνεια 10) τότε

maxH(Y)=max H((1-α)π,α,(1-α)(1-π))=max[(1-α)*Η(π)+Η(α)]=(1-
α)*maxH(π)+Η(α)

Οπότε προκύπτει ότι
max I(X;Y)=maxH(Y)-H(α)=(1-α)*maxH(π)+Η(α)-Η(α)=1-α

π=1/2
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Μεγιστοποίηση Αµοιβαίας Πληροφορίας Καναλιών
Κανάλι Ζ, f.

Αν θέσουµε pX(x1=0)=1-π, και pX(x2=1)=π, τότε από τα 
pY(yi), i=1,2 δίνονται από τους τύπους (βλ. διαφάνεια 11) 
τότε

H(Y)=H((1-f)π)
H(Y/X)=π*Η(Υ/Χ=1)=π*Η(f)

Οπότε max I(X;Y)=max(H(Y)-H(Y/X))
=max(H((1-f)π) - π*Η(f))

Για f=0.15 µπορούµε να βρούµε ότι µεγιστοποιείται όταν 
π=0.445 και άρα C=0.685
Παρατηρείστε ότι pX(x1=0)=0.555, και pX(x2=1)=0.445, που 
είναι διαφορετική από την pX(x1=0)=0.5, και pX(x2=1)=0.5, η 
οποία µεγιστοποιεί την εντροπία, Η(Χ)
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Κώδικες Οµάδων ∆ιόρθωσης Λαθών:
Αντί να προσθέτουµε πλεονάζουσα πληροφορία ανά bit θα 
προσθέτουµε ανά οµάδες
Κώδικας Οµάδας ορίζεται το σύστηµα εκείνο 
κωδικοποίησης κατά το οποίο µηνύµατα πηγής s, µήκους 
Κ, µετατρέπονται σε µηνύµατα µετάδοσης t, µήκους Ν, 
όπου Ν>Κ.
Τα πλεονάζοντα bits, Ν-Κ, ονοµάζονται bits ισοτιµίας 
(parity)
Εάν τα πλεονάζοντα bits προκύπτουν ως γραµµικές 
συναρτήσεις των bits της πηγής s, τότε ο κώδικας λέµε ότι 
είναι γραµµικός.
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Θεώρηµα Shannon για ∆ιακριτά Κανάλια χωρίς µνήµη
Για κάθε διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη, η χωρητικότητα καναλιού 
έχει την ακόλουθη ιδιότητα 

C=max I(X;Y)
Για κάθε ε>0 και R<C, για µεγάλα Ν, υπάρχει οµαδικός κώδικας 
(για διόρθωση λαθών) µήκους Ν και ρυθµού ροής πληροφορίας ≥
R, τέτοιος ώστε η µέγιστη πιθανότητα, pBM, λανθασµένης λήψης
του κώδικα Ν είναι <ε
Για αυθαίρετες πιθανότητες λάθους pb, τότε ο ρυθµός µετάδοσης
R(pb) που δίνεται από τη σχέση είναι εφικτός

Για κάθε pb, δεν είναι εφικτός ρυθµός µετάδοσης µεγαλύτερος του
R(pb) 

)(1
)(

b
b pH

CpR
−

=
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Κανάλια Επικοινωνίας ...

Αυτό που µας λέει το θεώρηµα είναι ότι 
Κάθε διακριτό κανάλι χαρακτηρίζεται από ένα 
µέγεθος που είναι η χωρητικότητά του, C.
Όσο η πηγή µας µεταδίδει πληροφορία η οποία 
είναι µικρότερη της χωρητικότητας C του καναλιού, 
είναι δυνατόν να βρούµε οµαδικούς κώδικες (Ν,Κ) 
διόρθωσης λαθών έτσι ώστε το ενθόρυβο κανάλι 
να µεταδίδει πληροφορία µε απειροελάχιστη 
πιθανότητα λάθους. Να συµπεριφέρεται δηλαδή 
σαν κανάλι χωρίς θόρυβο.
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Άσκηση
∆ίνεται ένα διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη. Στην είσοδο του 
καναλιού εµφανίζονται τα σύµβολα xi, i=1, 2, µε πιθανότητα 
εµφάνισης του x1, p(x1)=a. Στην έξοδο του καναλιού 
λαµβάνονται τα σύµβολα yj, j=1, 2, 3, 4 όπου οι 
πιθανότητες µετάβασης pij=p(yj/xi) περιέχονται στον 
ακόλουθο πίνακα µετάβασης του καναλιού.

α) Να υπολογιστεί η ποσότητα πληροφορίας των 
συµβόλων εξόδου, H(Y).
β) Να υπολογιστεί η αβεβαιότητα H(Y/X).
γ) Να υπολογιστεί η χωρητικότητα του καναλιού. 

.
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1,01,008,0
⎥
⎦

⎤
⎢
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Απάντηση
α) Πρώτα πρέπει να υπολογίσουµε τις πιθανότητες λήψης των 
κωδικών συµβόλων yj, j=1, 2, 3, 4. Είναι 
p(y1)= p(y1,x1)+ p(y1,x2)=p(x1) p(y1/x1)+ p(x2) p(y1/x2)=a(0,8)+(1-
a)(0)=0,8α. 
Κατά ανάλογο τρόπο υπολογίζουµε 
p(y2)= p(y2,x1)+ p(y2,x2)=p(x1) p(y2/x1)+ p(x2) p(y2/x2)=0,8(1-α), 
p(y3)= p(y3,x1)+ p(y3,x2)=p(x1) p(y3/x1)+ p(x2) p(y3/x2)=α(0,1)+(1-
α)(0,1)=0,1,
p(y4)= p(y4,x1)+ p(y4,x2)=p(x1) p(y4/x1)+ p(x2) p(y4/x2)=0,1.
Από τις πιθανότητες αυτές, των οποίων το άθροισµα είναι 1, 
υπολογίζουµε τη µέση πληροφορία της εξόδου του καναλιού.
Η(Υ)=-p(y1)log p(y1)-p(y2)logp(y2)-p(y3)log p(y3)-p(y4)log p(y4)=
=-0,8αlog(0,8α)-0,8(1-a)log(0,8(1-a)) -2(0,1)log(0,1)
=0,66-0,8αlog(0,8α)-0,8(1-a)log(0,8(1-a)).
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β) Πρώτα υπολογίζουµε τις συνδυασµένες πιθανότητες των συµβόλων 
εισόδου και εξόδου του καναλιού (δείτε και το ερώτηµα 1).
Είναι p(x1,y1)= p(y1,x1)= p(x1) p(y1/x1)=0,8α, 
p(x1,y2)= p(y2,x1)= p(x1) p(y2/x1)=0,
p(x1,y3)= p(y3,x1)= p(x1) p(y3/x1)=0,1a,
p(x1,y4)= p(y4,x1)= p(x1) p(y4/x1)=0,1a,
p(x2,y1)= p(y1,x2)= p(x2) p(y1/x2)=0,
p(x2,y2)= p(y2,x2)= p(x2) p(y2/x2)=0,8(1-a),
p(x2,y3)= p(y3,x2)= p(x2) p(y3/x2)=0,1(1-a),
p(x2,y4)= p(y4,x2)= p(x2) p(y4/x2)=0,1(1-a). 
Τώρα υπολογίζουµε την αβεβαιότητα του καναλιού
Η(Υ/Χ)=-p(x1,y1)logp(y1/x1) - p(x1,y2)log p(y2/x1) - p(x1,y3)log p(y3/x1) -
p(x1,y4)log p(y4/x1)-p(x2,y1)logp(y1/x2) -p(x2,y2)logp(y2/x2) -
p(x2,y3)logp(y3/x2) -p(x2,y4)logp(y4/x2)=
-0,8a.log0,8+0-0,1alog0,1-0,1alog0,1-0-0,8(1-a)log0,8-0,1(1-a)log0,1-
0,1(1a)log0,1=-0,8log0,8-0,1log0,1-0,1log0,1=0,2575+0,66.



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

γ) Για τον προσδιορισµό της χωρητικότητας του καναλιού θα 
πρέπει να βρούµε τις πιθανότητες εµφάνισης των συµβόλων 
της εισόδου, για τις οποίες µεγιστοποιείται η αµοιβαία 
πληροφορία µεταξύ της εισόδου και της εξόδου του καναλιού, 
δηλαδή την τιµή α.
Είναι  

Η συνάρτηση αυτή µεγιστοποιείται όπως γνωρίζουµε για την 
τιµή του a που µηδενίζει την πρώτη της παράγωγο. 
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Εποµένως,

Θέτοντας ανωτέρω την τιµή αυτή του a, λαµβάνουµε τη 
χωρητικότητα του καναλιού 
C=0,8 bits/symbol.

[ ]
[ ]
[ ]

[ ] ( )

.
2
112

1
0

1
log

0
18,0
8,0log8,0))1(8,0log()8,0log(8,0

log8,0))1(8,0log(8,0log8,0)8,0log(8,0

log
1

1)1)(1())1(8,0log()1(8,0log)8,0log(8,0

))1)(log(1())1(8,0log()1(8,0
))8,0(log()8,0log()(8,0

2575,0)1(8,0log()1(8,0)8,0log(8,0);(

0 =⇒==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⇒=
−

⇒=
−

−=−−−=

+−+−−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−+−−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−=

′−−+−′−−

′+′−=

′−−−−−=

a
a

a
a

a
a

aaa

eaea

e
a

aa
a

eaa

aaaa
aaaa

aaaa
da

YXdI



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Συνεχή Κανάλια Επικοινωνίας ...

Έστω Χ, Υ συνεχείς τµ µε συνάρτηση πυκνότητας f (x), f (y), 
αντίστοιχα
Συνεχή ποσότητα πληροφορίας, Η(Χ)

Συνδυασµένη ποσότητα πληροφορίας, Η(Χ,Υ)

Υπό συνθήκη ποσότητα πληροφορίας, Η(Χ/Υ)

Αµοιβαία ποσότητα πληροφορίας, Ι(Χ;Υ)

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= dxxfxfXH 2log

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−= dxdyyxfyxfYXH ,log,, 2

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−= dxdyyxfyxfYXH /log,/ 2

( ) ( ) ( )
( ) ( )∫ ∫

+∞

∞−
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∞−
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Συνεχή Κανάλια Επικοινωνίας ...

Στα συνεχή κανάλια επικοινωνίας η κωδικοποίηση και 
αποκωδικοποίηση ερµηνεύονται διαφορετικά σε σχέση µε τα 
διακριτά κανάλια
Με την κωδικοποίηση εννοούµε διαµόρφωση πλάτους και 
συχνότητας ή τη φραγή εύρους µε τη χρήση φίλτρων
Έτσι µε τη διαµόρφωση το σήµα µετατρέπεται σε µορφή 
κατάλληλη για το συνεχές κανάλι
Κατά τη µετάδοση του σήµατος υπεισέρχεται θόρυβος 
(προσθετικός ή πολλαπλασιαστικός) και γι’ αυτό το σήµα θα 
πρέπει να ανασκευαστεί στην έξοδο.
Ο προσθετικός θόρυβος µπορεί να είναι είτε γκαουσιανός είτε 
κρουστικός

Ο γκαουσιανός θόρυβος
Κρουστικός (χαρακτηρίζεται από καταιγισµό παλµών θορύβου 
µεγάλου πλάτους
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Συνεχή Κανάλια Επικοινωνίας χωρίς µνήµη

Υποθέτουµε ότι στην είσοδο του καναλιού έχουµε ένα συνεχές σήµα x(t)
και στην έξοδο επίσης ένα σήµα y(t).
Έστω ότι παίρνουµε Ν δείγµατα αυτών των σηµάτων.
Τότε για τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του σήµατος που 
λαµβάνεται στην έξοδο του καναλιού y(t) δεδοµένου του σήµατος 
εισόδου x(t) ισχύει

f(y/x)=f(y1,y2,…,yN/x1, x2, …,xN)
Αν ένα δείγµα του σήµατος εισόδου εξαρτάται µόνο από το αντίστοιχό 
του στην είσοδο τότε το κανάλι είναι συνεχές χωρίς µνήµη
Σε τέτοια περίπτωση τα µέτρα ποσότητας της πληροφορίας µπορούν 
να οριστούν στη βάση του ζεύγους δειγµάτων Χ, Υ

Τα Χ, Υ είναι τµ που αναπαριστούν τα δείγµατα των σηµάτων εισόδου και 
εξόδου x(t) και y(t).

Μπορούµε να ορίσουµε όπως και στην περίπτωση διακριτών καναλιών 
την αµοιβαία ποσότητα πληροφορίας που είναι και ο ρυθµός µετάδοσης 
της πληροφορίας

( ) ( ) ( )
( ) ( )∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

= dxdy
yfxf

yxfyxfYXI ,log,; 2
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Συνεχή Κανάλια Επικοινωνίας χωρίς µνήµη

Ορισµός χωρητικότητας συνεχούς καναλιού χωρίς µνήµη
C=max I (X;Y) =max  {H(Y) – H (Y/X) } 

Για την περίπτωση αθροιστικών καναλιών όπου ο στατιστικά 
ανεξάρτητος θόρυβος n(t) προστίθεται στο µεταδιδόµενο σήµα 
x(t)  (X+N=Y) ισχύει:
f(y/x)= f(x+n/x)=f(n/x)=f(n), εφόσον ο θόρυβος είναι στατιστικά 
ανεξάρτητος του σήµατος εισόδου
Στην περίπτωση του αθροιστικού καναλιού, η επενέργεια του 
θορύβου στη χωρητικότητα του καναλιού αντανακλάται στην υπό 
συνθήκη ποσότητα πληροφορίας Η(Υ/Χ). Μπορούµε να 
υπολογίσουµε την ποσότητα πληροφορίας Η(Υ/Χ) ως εξής:

f(x) f(x)
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Συνεχή Κανάλια Επικοινωνίας χωρίς µνήµη

Η χωρητικότητα αθροιστικού καναλιού δίνεται από την παρακάτω σχέση
C=max I (X;Y) =max  {H(Y) – H (Y/X) }=max (H(Y) – H(N))=max H(Y) – H(N)

(f(x)) (f(x))(f(x)) (f(x))
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Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού ...

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η ποσότητα πληροφορίας µιας συνεχούς 
πηγής πληροφορίας µε σταθερή ισχύ, σ2, είναι ίση µε H(Ν) = 
log(σ√2πe) bits/δείγµα  και ισχύει για κανονική συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας, f(n). Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να 
επεκταθεί και να εκφραστεί σε bits/sec λαµβάνοντας υπόψη το 
πλήθος των δειγµάτων M, το οποίο είναι ίσο µε το διπλάσιο του 
εύρους ζώνης του σήµατος W, δηλαδή Μ = 2W. Άρα:
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Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού ...

Από την άλλη πλευρά, η µέγιστη τιµή της ποσότητας πληροφορίας του 
σήµατος της εξόδου λαµβάνεται όταν είναι κανονικά κατανεµηµένο, µε ισχύ 
σ2

y. Αλλά τότε, αφού και ο λευκός θόρυβος ακολουθεί την κανονική 
κατανοµή, το σήµα εισόδου πρέπει να είναι και αυτό γκαουσιανό. 
Εποµένως, αφού Y = X + Ν και σ2

y = σ2
x + σ2

n, η µέγιστη τιµή της 
ποσότητας πληροφορίας του σήµατος εισόδου ως προς τη συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας του σήµατος εισόδου δίνεται από την ακόλουθη 
σχέση:
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Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού ...

Έχοντας υπολογίσει την ποσότητα πληροφορίας του λευκού 
θορύβου και τη µέγιστη τιµή της ποσότητας πληροφορίας του 
σήµατος εξόδου για την περίπτωση περιορισµένης µέσης ισχύος, 
µπορούµε πλέον να υπολογίσουµε τη χωρητικότητα του συνεχούς 
καναλιού µε αθροιστικό λευκό θόρυβο:
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Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού ...

Η χωρητικότητα καναλιού στην περίπτωση αθροιστικού 
γκαουσιανού λευκού θορύβου

C=W log{1+σx
2/σn

2 } bits/sec, 
W=εύρος ζώνης καναλιού , σx

2= S = ισχύς σήµατος, σn
2 =Ισχύς 

θορύβου=N=Νο.W, No=πυκνότητα φασµατικής ισχύος (noise 
power spectrum) και
C=W log{1+S/N } bits/sec
Βασικοί παράγοντες για C = W, S και N
Για S ισχύει: Αυξάνοντας S αυξάνει και η C

Αυξάνοντας S προσδίδει µεγαλύτερη δυνατότητα για µεγαλύτερο 
αριθµό σταθµών εισόδου µε αρκετή απόσταση µεταξύ τους και 
άρα µεγαλύτερη ανοσία σε θόρυβο και bits/µετάδοση είναι 
δυνατόν
Για κάτι τέτοιο όµως χρειάζεται µεγάλη αύξηση του S και για αυτό 
η αύξηση είναι αργή και λογαριθµική.
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Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού ...

Εύρος Ζώνης 
Η αύξηση του W έχει δύο αντίθετα αποτελέσµατα: Αυξηµένο W σηµαίνει 
δυνατότητα για µετάδοση περισσότερων δειγµάτων/sec (γραµµική αύξηση 
στην εξίσωση) αλλά σηµαίνει επίσης και υψηλότερο θόρυβο εισόδου στο
δέκτη (log µείωση στην εξίσωση)
Για να διευκρινιστεί το συνολικό αποτέλεσµα της αύξησης του W στην C 
αρκεί να βρεί την τιµή της εξίσωσης µε W⇢∞ :
lim C (W⇢∞ )= (S/No) . loge= 1.44 S/No
Ως συµπέρασµα σε αντίθεση µε την περίπτωση ισχύος, µόνο µε την αύξηση 
του W δεν είναι δυνατόν να αυξηθεί το C σε οποιαδήποτε επιθυµητή τιµή.
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Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού ...
∆εδοµένου ότι για κάθε πρακτικό σύστηµα τηλεπικοινωνιών πρέπει να 
ισχύει R=ρυθµός µετάδοσης < C. Άρα και στην περίπτωση του 
Γκαουσιανού καναλιού (AWGN κανάλι):

R< W log{1+S/(No.W) } . 
∆ιαιρώντας και τα δύο µέλη µε W και ορίζοντας r = R/W (=spectral bit 
rate):

r < log{1+S/(No.W) } 
Θεωρώντας ότι Eb = ενέργεια του σήµατος/bit, τότε ισχύει Eb =  S/R, 
οπότε:

r < log{1+r Eb/No }
Η σχέση αυτή (r = R/W συναρτήσει του  Eb ) απεικονίζεται στην 
επόµενη διαφάνεια. 
Η καµπύλη που ορίζεται από την ισότητα δηλ η r = log{1+r Eb/No }
διαιρεί ουσιαστικά το γράφηµα σε δύο περιοχές. Στην περιοχή κάτω
από την καµπύλη όπου είναι δυνατή η αξιόπιστη µετάδοση και η 
περιοχή πάνω από την καµπύλη όπου κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατόν
Η απόδοση κάθε συστήµατος σηµατοδοτείται από ένα σηµείο στο 
γράφηµα και όσο εγγύτερα κείται το σηµείο αυτό στην καµπύλη τόσο
εγγύτερα και η απόδοση του συστήµατος σε ένα ιδανικό σύστηµα
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Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού.
Τέλος από την καµπύλη µπορεί να δειχθεί ότι η τιµή Eb/No=ln 2= 0.693 ∼ -
1.592 dB  αποτελεί το απόλυτο ελάχιστο προκειµένου να έχουµε αξιόπιστη 
επικοινωνία, δηλ θα πρέπει να ισχύει Eb/No > 0.693
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Άσκηση
Υποθέστε ότι µεταφέρεται ψηφιοποιηµένη τηλεοπτική 
εικόνα από µία πηγή η οποία χρησιµοποιεί ανάλυση 480 x 
500 pixels και για κάθε pixel η χρωµατική πληροφορία 
µπορεί να πάρει 32 διαφορετικές τιµές έντασης. Στη 
διάρκεια του δευτερολέπτου µεταδίδονται 30 πλαίσια. 
α) Βρείτε το ρυθµό, R, µετάδοσης της πηγής. 
β) Αν η τηλεοπτική εικόνα µεταδοθεί σε κανάλι εύρους 
ζώνης 4.5 MHz µε signal-to-noise ratio 35 dB, να βρείτε την 
χωρητικότητα του καναλιού σε bps.
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Απάντηση
α) Το συνολικό πλήθος των pixels ανά πλαίσιο είναι 
480*500 =240000. Λαµβάνοντας υπόψη και τις 32 
διαφορετικές τιµές χρωµατικής πληροφορίας έχουµε 
5*240000 bits/frame =1200000 bits/frame.
Έτσι, σε 1 sec µεταδίδονται 30 πλαίσια και εποµένως 
R=30*1200000 bits =36000000bits = 36Mbps .
β) Έχουµε

C=W log{1+S/N } bits/sec

W=4,5 MHz
Εποµένως,

27,316210
N
S5,3)

N
S(log35)

N
S(log10SNR 5,3

1010 ≈=⇒=⇒==

.32,52627,11*10*5,4sec/ )27,31621(log5,4 6
2 MbpsbitsC ≈=+=
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Κωδικοποίηση ∆ιόρθωση Λαθών

Ανίχνευση + ∆ιόρθωση Λαθών
Ισοµήκης Κώδικες
Γραµµικοί Κώδικες
Κώδικες Hamming
Τέλειοι Κώδικες
∆υϊκοί Κώδικες
Κυκλικοί Κώδικες
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση

Πηγή

Κωδικοποιητής Αποκωδικοποιητής

∆έκτης

ŝs

t r
Κανάλι

Επικοινωνίας

Κωδικοποιητής
Πηγής/Συµπίεση

Αποκωδικοποιητής
Πηγής/Αποσυµπίεση

q̂q

Μοντέλο
Μοντέλο
Μοντέλο

s′

Μοντέλο
Μοντέλο

s′ˆ

Μοντέλο

Θόρυβος
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
Η Θεωρία Κωδικοποίησης είναι η µελέτη µεθόδων για την 
αποτελεσµατική και ορθή µεταφορά της πληροφορίας από την πηγή 
στον προορισµό.  
Βασικός στόχος = Ανίχνευση + ∆ιόρθωση λαθών. Για τον σκοπό αυτό 
προστίθεται όσος πλεονασµός είναι απαραίτητος για επιθυµητή µείωση 
της πιθανότητας σφάλµατος µετάδοσης
Οι κωδικές λέξεις είναι ακολουθίες δυαδικών ψηφίων π.χ. C ={00, 10, 
01, 11}. Το πλήθος των κωδικών λέξεων ενός κώδικα C συµβολίζεται µε 
|C|.
Ένας κώδικας ονοµάζεται ισοµήκης κώδικας (ή κώδικας µπλοκ) αν
όλες οι κωδικές λέξεις έχουν το ίδιο µήκος. 

Βασικές Παραδοχές
Ο δέκτης έχει την δυνατότητα να λάβει όλες τις λέξεις που µεταδόθηκαν, 
µε ή χωρίς σφάλµατα. Π.χ. εάν σε είσοδο 01001 τότε σε έξοδο 
λανθασµένη ίσως αλλά ισοµήκης ακολουθία ψηφίων δηλ. 00101 αλλά 
όχι 0011
Tα σφάλµατα, δηλαδή ο θόρυβος, εµφανίζονται διασκορπισµένα κατά 
τυχαίο τρόπο και όχι σε συστάδες (bursts). Η πιθανότητα δηλ να 
αλλοιωθεί ένα bit κατά τη µετάδοση είναι η ίδια µε αυτή οποιουδήποτε 
άλλου bit και δεν επηρεάζεται από σφάλµατα σε γειτονικά δυαδικά 
ψηφία. 



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
Αξιοπιστία ενός δυαδικού συµµετρικού καναλιού είναι ο πραγµατικός αριθµός 
p, 0≤p≤1, όπου p είναι η πιθανότητα της ορθής µεταφοράς ενός δυαδικού
ψηφίου µέσω του καναλιού.

Επειδή κάθε κανάλι αξιοπιστίας 0≤p≤1/2 µπορεί να µετατραπεί σε ένα κανάλι 1/2≤p≤1, 
θα θεωρούµε ότι 1/2≤p≤1.

Ο ρυθµός πληροφορίας ενός κώδικα είναι το ποσοστό της αρχικής 
πληροφορίας (δηλ. τα ψηφία πληροφορίας πριν την κωδικοποίηση) που 
µεταφέρεται από την κωδική λέξη. Ο ρυθµός πληροφορίας ενός δυαδικού 
κώδικα C µήκους n είναι ίσος µε (1/n)log2|C| , κείται δε µεταξύ 0 (|C|=1 ) και 1(|C| 
= 2n) 

π.χ. εάν C1 = {00, 10, 01, 11}, τότε ο ρυθµός πληροφορίας  είναι: (1/n)log2|C1| = 
(1/2)log24 = 1).
Εάν C2 = {000, 101, 011, 110}, τότε ο ρυθµός πληροφορίας  είναι: (1/n)log2|C2| = 
(1/3)log24 = 2/3).
Έστω ότι µεταδίδεται το µήνυµα 0010 και παραλαµβάνεται το 0011. ∆εν υπάρχει 
δυνατότητα ανίχνευσης στην περίπτωση του C1. 
Αν όµως χρησιµοποιήσουµε τον C2 όπου το τελευταίο ψηφίο κάθε κωδικής λέξης είναι 
το ψηφίο ελέγχου ισοτιµίας τότε όταν στείλουµε την κωδική λέξη 000 και παραλάβουµε 
την λέξη 001, αυτή δεν αποτελεί κωδική λέξη και έτσι καταλαβαίνουµε ότι παραλάβαµε 
λάθος.
∆εν είναι πάντοτε δυνατή η ανίχνευση και ακόµα δυσκολότερη η διόρθωση

Βασικές Πράξεις που ορίζονται µεταξύ των δυαδικών λέξεων:
(XOR) πρόσθεση : 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1 και 1 + 1 = 0
(AND) πολ/σµός:    0 . 0 = 0, 0 . 1 = 0, 1 . 0 = 0 και 1 . 1 = 1.
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση

Ορισµός: Βάρος (Weight) Hamming ή απλά βάρος, wt(x), µιας
λέξης x µήκους n ψηφίων ονοµάζεται το πλήθος των ψηφίων της 
λέξης, τα οποία είναι ίσα µε το «1». Το βάρος παίρνει τιµές από 0 
έως n

Παράδειγµα: Για x1 = 000000, x2 = 000010, x3 = 110001 wt(x1)=0, 
wt(x2)=1, wt(x3)=3

Ορισµός: Απόσταση (Distance) Hamming ή απλά απόσταση, 
d(x, y), µεταξύ δύο λέξεων x και y του ιδίου µήκους n ονοµάζεται
το πλήθος των θέσεων, στις οποίες οι δύο λέξεις εµφανίζουν
ασυµφωνία του δυαδικού ψηφίου. Η απόσταση παίρνει τιµές από 
0 έως n.

Εύκολα µπορεί να παρατηρηθεί ότι d(x,y)=wt(x+y) 
Παράδειγµα: d(x1, x2)= wt(x1+x2) = wt(000000 +000010)= 
wt(000010)=1 d(x1, x3)=wt (x1+x3)=wt(110001)=3, d(x2, x3) = 
wt(110011)=4
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
Βασική υπόθεση ότι έχοµε σχεδόν αποκλειστικά δυαδικό συµµετρικό 
κανάλι (Binary Symmetric Channel)

Έστω π(x, y) η πιθανότητα να µεταδόθηκε η λέξη x και να
ελήφθη από τον παραλήπτη η λέξη y.

Εάν οι λέξεις x,y µήκους n διαφέρουν κατά d ψηφία τότε n-d
ψηφία µεταδόθηκαν σωστά και d εσφαλµένα και ισχύει: 
π(x,y)=pn-d(1 – p)d.

Θεώρηµα
Θεωρούµε ένα BSC κανάλι µε ½ < p < 1, δύο κωδικές λέξεις x1 και x2 
και µία λέξη y, όλες µήκους n ψηφίων, καθώς και ότι οι x1 και y 
διαφέρουν σε d1 ψηφία και οι x2 και y σε d2 ψηφία. Τότε π(x1, y) ≤ 
π(x2, y) αν και µόνο αν d1 ≥ d2.
Απόδειξη Για να ισχύει η ανισότητα π(x1, y) ≤ π(x2, y) αρκεί να ισχύει 
pn – d1(1 – p)d1 ≤ pn – d2(1– p)d2 ή   (p/(1 – p))d2 – d1 ≤ 1. Εφόσον ισχύει 
(p/(1 – p))>1 τότε d2 ≤ d1.

11

00
1

⎯→⎯

⎯→⎯
−

p

p

p
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
Γενικά για κωδικοποίηση: 
Πρώτα επιλέγεται ένας θετικός ακέραιος k, το µήκος κάθε δυαδικής
λέξης που αντιστοιχεί σε ένα µήνυµα. Το µήκος των λέξεων επιλέγεται 
2k≥|M|, όπου |M| είναι το πλήθος των δυνατών µηνυµάτων.
Επιπλέον, επιλέγεται το πλήθος των n-k δυαδικών ψηφίων που θα 
προστεθούν σε κάθε λέξη (πλεονασµός) έτσι ώστε να µπορεί να 
ανιχνεύεται ή και να διορθώνεται το επιθυµητό πλήθος σφαλµάτων. 
Έτσι προκύπτουν οι κωδικές λέξεις που αντιστοιχούν στα δυνατά 
µηνύµατα, µήκους n ψηφίων,

Τα πλεονάζοντα bits, n-k, ονοµάζονται bits ισοτιµίας (parity)
Εάν τα πλεονάζοντα bits προκύπτουν ως γραµµικές συναρτήσεις των bits
της πηγής s, τότε ο κώδικας είναι γραµµικός.

Εάν τα µη κωδικοποιηµένα k δυαδικά ψηφία (ψηφία πληροφορίας) 
µεταδίδονται µαζί µε τα (n-k) πλεονάζοντα που παράγονται κατά την 
κωδικοποίηση, τότε ο κώδικας ονοµάζεται συστηµατικός-σε αντίθετη 
περίπτωση είναι µη-συστηµατικός  λ.χ.

Εάν u1, u2, u3 ψηφία πληροφορίας  και η κωδική λέξη είναι u1,u2,u3,x4 µε 
x4=bit ισοτιµίας=u1+u2+u3 ο κώδικας είναι συστηµατικός
Εάν η κωδικοποιηµένη λέξη είναι η x1, x2, x3  µε x1= u1+u2, x2=u1+u3, 
x3=u2+u3 τότε ο κώδικας είναι µη συστηµατικός



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
Γενικά για αποκωδικοποίηση:
Έστω x,y η αποσταλείσα/ληφθείσα λέξη. Εάν y ≠x και το y δεν είναι 
κωδική λέξη, y∉ C (ανίχνευση λάθους), τότε για λήψη απόφασης 
χρησιµοποιείται η Αποκωδικοποίηση Μεγίστης Πιθανότητας (ΑΜΠ) :
Αν υπάρχει µόνο µία κωδική λέξη x, η οποία εµφανίζει την µικρότερη
απόσταση από τη λέξη y, σε σύγκριση µε όλες τις άλλες κωδικές λέξεις, 
τότε η y αποκωδικοποιείται ως x(µεγιστοποίηση της πιθανότητας π(x,y))
Εάν υπάρχουν περισσότερες κωδικές λέξεις µε ίδια απόσταση από τη y:

Είτε ο αποδέκτης αποκωδικοποιεί αυθαίρετα τη ληφθείσα λέξη ως µία από 
αυτές τις κωδικές λέξεις => Πλήρης Αποκωδικοποίηση  Μέγιστης 
Πιθανότητας (ΠΑΜΠ)
Είτε επαναλαµβάνεται η µετάδοση => Ατελής Αποκωδικοποίηση  
Μέγιστης Πιθανότητας (ΑΑΜΠ). Επανάληψη µετάδοσης µπορεί να ζητηθεί
και όταν,υπάρχει µια µόνο κωδική λέξη εγγύτερη στη λέξη y, µε πολύ µεγάλη 
απόσταση

Παράδειγµα:Εάν |M|=2, k = 1, n = 3 και C={000, 111}, βασιζόµενοι 
στην ΑΑΜΠ: 

Ο αποδέκτης αποφασίζει για «111», εφόσον είτε y= 111  ή y= «011», «101 ή 
«110», καθώς έχουν µικρότερη απόσταση προς την «111» από ό,τι προς 
«000». 
Συµπεραίνει την κωδική λέξη «000» σε οποιαδήποτε από τις υπόλοιπες 
τέσσερις δυαδικές ακολουθίες. Η περίπτωση της ίσης απόστασης της
ληφθείσας λέξης δεν είναι δυνατή µε τον κώδικα αυτό
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
ΠΡΟΤΥΠΟ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ - ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΚΩ∆ΙΚΑ
Ως Πρότυπο σφάλµατος, ε  ορίζεται το άθροισµα της κωδικής
λέξης x που µεταδόθηκε µε τη λέξη y που ελήφθη στον 
αποδέκτη, δηλαδή ε = x + y.
Λέµε ότι ο κώδικας C ανιχνεύει το πρότυπο σφάλµατος ε, αν και 
µόνο αν x + ε = y δεν είναι κωδική λέξη, (για κάθε) ∀ x ∈ C.
Ως Απόσταση ενός κώδικα C ορίζεται η µικρότερη από τις 
(Hamming) αποστάσεις όλων των δυνατών ζευγών κωδικών 
λέξεων του κώδικα.
∆εδοµένου ότι d(x, y) = wt(x + y), η απόσταση του κώδικα C είναι 
ίση µε την ελάχιστη τιµή του βάρους wt(x + y), µε x, y ∈ C και x ≠
y.
Παράδειγµα 

Έστω ο C = {0000, 1010, 1111} Εάν η 1010 µεταδόθηκε τρεις φορές 
και ο δέκτης έλαβε µε τη σειρά τις λέξεις 0100, 1001 και 1010 τότε τα 
αντίστοιχα πρότυπα σφάλµατος είναι 1010 + 0100 = 1110, 1010 + 
1001 = 0011και 1010 + 1010 = 0000. Η απόσταση δε του κώδικα 
είναι ίση µε d(0000, 1010) =d(1010, 1111) =wt (1010 +1111) =wt 
(0101) = 2.
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση

Ανίχνευση Σφαλµάτων:
Θεώρηµα Ανίχνευσης Σφαλµάτων

Ένας κώδικας C απόστασης d ανιχνεύει όλα τα µη µηδενικά 
πρότυπα σφάλµατος ε βάρους µικρότερου ή ίσου του d – 1, 
ενώ  υπάρχει τουλάχιστον ένα πρότυπο ε βάρους d που δεν 
ανιχνεύει ο κώδικας C.
Απόδειξη: Έστω ε µε wt(ε) ≤ d-1 και x∈C . Τότε d(x, x + ε) = wt(x 
+ x + ε) = wt(ε) ≤ d – 1 < d. Άρα  η λέξη y =x + ε δεν ανήκει στον 
C (εφόσον απόσταση C =d) και συνεπώς ανιχνεύσιµη.  Εάν  
ε=x+y µε wt(ε)=d τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα τέτοιο ε µε y=x+ε 
∈ C και άρα y µη ανιχνεύσιµο σφάλµα

Παράδειγµα: Ο κώδικας C = {000, 111} έχει απόσταση d= 
wt(000 +111) =wt(111)=3. Άρα ανιχνεύεται από τον κώδικα κάθε 
πρότυπο σφάλµατος ε βάρους 1 ή 2 (όπως τα 011 , 100 κλπ.). 
∆εν ανιχνεύει όµως το πρότυπο σφάλµατος «111» βάρους 3 
(λ.χ. y= 000+ε= 000+111=111 ∈ C)
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση

∆ιόρθωση Σφαλµάτων
Ορισµός: Ένας κώδικας C διορθώνει το πρότυπο σφάλµατος ε αν ∀ x 
∈ C, τότε η r = x + ε είναι εγγύτερα στη x από ό,τι σε οποιαδήποτε άλλη 
λέξη z ∈ C. Ένας κώδικας C καλείται β – διόρθωσης, αν διορθώνει όλα 
τα ε µε wt(ε) ≤ β και δεν διορθώνει τουλάχιστον ένα ε βάρους β + 1.
Θεώρηµα ∆ιόρθωσης Σφαλµάτων
Ένας κώδικας C απόστασης d διορθώνει όλα τα πρότυπα σφάλµατος
βάρους t µικρότερου ή ίσου του ⌊(d – 1)/2⌋(*) και υπάρχει τουλάχιστον 
ένα πρότυπο σφάλµατος βάρους 1 + t που δεν διορθώνει ο κώδικας C.

Ισοδύναµη διατύπωση: Ένας κώδικας C για να µπορεί να διορθώσει t 
σφάλµατα θα πρέπει να  έχει απόσταση d≥2t+1
Απόδειξη: Έστω ε µε ε>0 και wt(ε) ≤ d-1 και x,y ∈ C , x≠y. Για το 1ο σκέλος 
αρκεί να δειχθεί ότι d(x, x + ε) < d(y, x + ε). Γενικά µεταξύ των αποστάσεων 
τριών λέξεων ίσου µήκους, ισχύει: d(y, x + ε) + d(x + ε, x) ≥d(y, x) ≥d. 
Λαµβάνοντας υπόψη ότι d(x + ε, x) = wt(x + ε + x) = wt(ε) και wt(ε) ≤ (d – 1)/2 
ή 2wt(ε) + 1 ≤ d, ισχύει d(y, x + ε) + wt(ε) ≥d ≥ 2wt(ε) + 1 και άρα  d(y, x + ε) 
≥wt(ε) + 1 =d(x, x + ε) + 1. 
Εποµένως, d(x, x + ε) < d(y, x + ε) και προκύπτει ότι ο κώδικας διορθώνει το 
πρότυπο σφάλµατος ε. Οµοίως αποδεικνύεται και το 2ο σκέλος 

(*)⌊χ⌋= µε το µεγαλύτερο ακέραιο ν≤χ

d(y, x) + d(x, z) ≥d(y, z)

d(y, z) + d(z, x) ≥d(y, z)
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
Γραφική Απόδειξη του Θεωρήµατος ∆ιόρθωσης Σφαλµάτων

Στην (α) περίπτωση οι σφαίρες Ηamming µε κέντρα κωδικές λέξεις 
και ακτίνα t είναι µη επικαλυπτόµενες οπότε τα σφάλµατα (όπως το 
r) που κείνται στην περιοχή τους είναι διορθώσιµα κατά ΑΜΠ σε 
αντίθεση µε (β) περίπτωση όπου οι σφαίρες επικαλύπτονται και άρα
κάποια σφάλµατα που ανήκουν στην τοµή των περιοχών ισαπέχουν
από κωδικές λέξεις και συνεπώς είναι µη διορθώσιµα.

α) Απόσταση Hamming d(ci,cj)≥2t+1 β) Απόσταση Hamming d(ci,cj)<2t+1

rci cj ci cj
r

t t t t
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Εισαγωγή στην Κωδικοποίηση
Παράδειγµα: Ποια πρότυπα σφάλµατος διορθώνονται από C = 
{000, 111};
Σύµφωνα µε το θεώρηµα, αφού η απόσταση του κώδικα είναι d= 3, 
διορθώνει κάθε πρότυπο σφάλµατος βάρους t ≤ ⌊(3 – 1)/2⌋= 1.
Όπως εδείχθη στο προηγούµενο παράδειγµα, ο αποδέκτης 
συµπεραίνει την κωδική λέξη «111», εφόσον (λάβει αυτήν ή λάβει 
µία από τις «011», «101 ή «110», δηλαδή διορθώνει:

τα πρότυπα σφάλµατος ε1= 111 + 011 = 100, ε2=111 + 101 = 010 και 
ε3=111 + 110 = 001 στην περίπτωση µετάδοσης της λέξης «111». 

Οµοίως ο αποδέκτης συµπεραίνει την «000», εφόσον λάβει αυτήν ή 
λάβει µία από τις «001», «010» ή «100», δηλαδή διορθώνει:

Τα πρότυπα σφάλµατος 1000 + 100 = 100, 000 + 010 = 010 και 000 + 
001 = 001. 

Συνεπώς ο κώδικας C διορθώνει τα πρότυπα σφάλµατος 100, 010 
και 001, 
ο C δεν διορθώνει πρότυπα σφάλµατος βάρους µεγαλύτερου του 1. 

π.χ., κατά τη µετάδοση της λέξης «111», αν εµφανιστεί το πρότυπο 
σφάλµατος «110», δηλαδή ληφθεί η λέξη «001», ο κώδικας τη διορθώνει 
εσφαλµένα σε «000».
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ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΚΩ∆ΙΚΕΣ
(Linear Block Codes)
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Γραµµικοί Κώδικες
Εισαγωγή - Ορισµοί - Ιδιότητες
Ένας κώδικας C ονοµάζεται γραµµικός αν ∀ x,y∈C, τότε και (x + y)∈C. 
Π.χ. ο C = {00, 11} είναι γραµµικός, ενώ ο C = {00, 10, 11} δεν είναι 
γραµµικός, αφού η 11 + 10 = 01 δεν είναι κωδική λέξη. 
Κάθε λέξη ενός γραµµικού κώδικα αποτελείται από τα bits του αρχικού 
µηνύµατος και από ένα αριθµό πλεoναζόντων bits ισοτιµίας  που 
προκύπτουν ως γραµµικές συναρτήσεις των bits του αρχικού 
µηνύµατος
Κάθε γραµµικός κώδικας περιέχει τη µηδενική λέξη, (προκύπτουσα από 
το άθροισµα µιας κωδικής λέξης µε τον εαυτό της).
Πλεονεκτήµατα γραµµικών κωδίκων σε σχέση µε µη γραµµικούς. 

Η απόσταση ενός γραµµικού κώδικα είναι ίση µε το ελάχιστο των βαρών των 
µη µηδενικών κωδικών λέξεων.
Η κωδικοποίηση ενός γραµµικού κώδικα είναι πιο απλή και έχει µικρότερες 
αποθηκευτικές απαιτήσεις.
Υπάρχει µία πιο απλή διαδικασία αποκωδικοποίησης µέγιστης πιθανότητας  
(ΠΑΜΠ ή ΑΑΜΠ) από ότι έχει αναφερθεί έως τώρα
Η περιγραφή των συνόλων των προτύπων σφάλµατος που ανιχνεύει ή 
διορθώνει ένας γραµµικός κώδικας είναι πιο εύκολη από ό,τι στη γενική 
περίπτωση.



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Γραµµικοί Κώδικες - Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Υπάρχει στενή αντιστοιχία εννοιών της γραµµικής άλγεβρας και 
εννοιών της θεωρίας κωδικοποίησης 

Απαραίτητη η εµβάθυνση στις παρακάτω έννοιες της γραµµικής 
άλγεβρας για σαφέστερη κατανόηση των γραµµικών κωδίκων

Έννοιες Θεωρίας Κωδικοποίησης

Γραµµικός Κώδικας

Λέξη

Γραµµικός κώδικας C = <S>

Κωδική λέξη του C = <S>

∆υϊκός κώδικας

Βάση γραµµικού κώδικα

∆ιάσταση γραµµικού κώδικα 

Έννοιες Γραµµικής Άλγεβρας

∆ιανυσµατικός υποχώρος

∆ιάνυσµα

Γραµµικό ανάπτυγµα υποσυνόλου S
του διανυσµατικού χώρου, <S>
(∆ιανυσµατικός υποχώρος)

∆ιάνυσµα του <S>

Ορθογώνιο συµπλήρωµα υποσυνόλου S

Βάση διανυσµατικού υποχώρου

∆ιάσταση διανυσµατικού υποχώρου
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Γραµµικοί Κώδικες-Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Ο διανυσµατικός χώρος Κn (K = {0, 1}), απαρτίζεται από τις βαθµωτές
ποσότητες (scalars) 0 και 1 και το σύνολο των διανυσµάτων (ή λέξεων) 
µήκους n, καθώς και από τις πράξεις της πρόσθεσης διανυσµάτων
(λέξεων) και του πολ/σµού βαθµωτών ποσοτήτων µε διανύσµατα που 
ικανοποιούν µία σειρά ιδιοτήτων
Ιδιότητες των πράξεων της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού
στο Κn

όπου x, y, z διανύσµατα (ή λέξεις του ιδίου µήκους n), α και β οι βαθµωτές
ποσότητες του διανυσµατικού χώρου Κn και 0 η µηδενική λέξη.

1. (y + z) ∈ Κn ,
2. α ⋅y ∈ Κn ,
3. x + y = y + x,
4. (x + y) + z = x + (y + z),
5. (α ⋅ β) ⋅ y = α ⋅(β ⋅ y),
6. (α + β) ⋅ x = α ⋅ x + β ⋅ y,
7. a ⋅(x + y) = a ⋅ x + a ⋅ y,
8. (x + 0) = x,
9. 1 ⋅ x = x,
10. Υπάρχει λέξη x' ∈ Κn, τέτοια ώστε x + x' = x' + x = 0.



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Γραµµικοί Κώδικες-Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο
Ένα µη κενό υποσύνολο S του διανυσµατικού χώρου Κn είναι ένας 
υποχώρος αυτού, αν για κάθε ζεύγος διανυσµάτων (λέξεων) y, z ∈ S, ισχύει 
(y + z) ∈ S και α⋅y ∈ S για κάθε βαθµωτή ποσότητα α. Άρα C είναι ένας 
γραµµικός κώδικας αν και µόνο αν C είναι υποχώρος του Κn.
Το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών των διανυσµάτων (ή λέξεων) 
ενός συνόλου S = {z1, z2,…, zk} ονοµάζεται το γραµµικό ανάπτυγµα του S 
και συµβολίζεται µε <S>.

Μια λέξη  y είναι γραµµικός συνδυασµός των λέξεων z1,…, zk αν ∃ βαθµωτές
ποσότητες α1,…, αk τέτοιες ώστε: y = a1⋅z1+ …+ αk⋅zk.

Το γραµµικό ανάπτυγµα <S> κάθε υποσυνόλου S του Κn είναι υποχώρος
του Κn. Το <S> καλείται γραµµικός κώδικας προκύπτων εκ του S.
Το γραµµικό ανάπτυγµα <S> του υποσυνόλου S του Κn περιέχει τη 
µηδενική λέξη, όλες τις λέξεις του S και τα επί µέρους αθροίσµατά τους
Παράδειγµα: Το γραµµικό ανάπτυγµα του υποσυνόλου S = {00011, 11100} 
αποτελείται από τις ακόλουθες λέξεις: 00000, 00011, 11100, 00011 + 11100 
= 11111. Εποµένως, <S> ={00000, 00011, 11100, 11111}.
To βαθµωτό γινόµενο δύο διανυσµάτων x = (α1,…, αn) και y = (β1,,…, 
βn) στο Κn ορίζεται ως x⋅y= α1⋅β1 + … + αn⋅βn. Π.χ.Το γινόµενο των x = 
00011 και y=11100 στο Κ5 είναι: 00011⋅11100 = 0⋅1+0⋅1+0⋅1+1⋅0 +1⋅0 = 
0+0+0+0+0=0.



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Γραµµικοί Κώδικες-Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο
∆ύο διανύσµατα (λέξεις) x και y είναι ορθογώνια αν x⋅y = 0. Ένα 
διάνυσµα (λέξη) x χαρακτηρίζεται ορθογώνιο σε ένα σύνολο S, αν το x είναι 
ορθογώνιο σε κάθε διάνυσµα (λέξη) y ∈ S.
Το σύνολο όλων των διανυσµάτων, που είναι ορθογώνια ενός συνόλου S, 
συµβολίζεται µε S⊥ και ονοµάζεται το ορθογώνιο συµπλήρωµα του S. 

Για κάθε υποσύνολο S του διανυσµατικού χώρου Κn, το ορθογώνιο συµπλήρωµά
του, S⊥, είναι επίσης υποχώρος του Κn. 
Για κάθε διανυσµατικό χώρο Κn, αν C = <S>, τότε C⊥ = S⊥. (∆ηλ. το ορθογώνιο 
συµπλήρωµα του γραµµικού αναπτύγµατος <S> ισούται µε το ορθογώνιο 
συµπλήρωµα του S, S⊥.) 
Το ορθογώνιο συµπλήρωµα C⊥ καλείται δυϊκός κώδικας του κώδικα C, όπου S 
υποσύνολο του διανυσµατικού χώρου Κn , C = <S> και C⊥ = S⊥

Παράδειγµα: Για να υπολογίσοµε το ορθογώνιο συµπλήρωµα του S = 
{0001, 1100} C⊥ = S⊥ αρκεί να βρούµε όλα τα x = (α1, α2, α3, α4), µε 
x⋅0001 = 0 και x⋅1100 = 0. 

Έχοµε 0⋅α1 +0⋅α2 + 0⋅α3 + 1⋅α4 = 0 ⇒ α4 = 0. 
Από το δεύτερο γινόµενο 1⋅α1 + 1⋅α2 + 0⋅α3 + 0⋅α4 = 0 ⇒, α1 + α2 = 0, ⇒ α1 = 
α2 = 0 ή α1 = α2=1. Το α3 = 0 ή 1. 
Συνεπώς, α1 = α2 = 0 είτε α1 = α2 = 1, α3 = 0 είτε α3 = 1 και α4 = 0.
Οι συνδυασµοί των παραπάνω επιλογών οδηγούν στο ορθογώνιο συµπλήρωµα

C⊥ = S⊥ = {0000, 0010, 1100, 1110}.
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Γραµµικοί Κώδικες-Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Ένα σύνολο διανυσµάτων S = {z1, z2,…, zk} είναι Γραµµικώς
Ανεξάρτητο αν ∌ βαθµωτές ποσότητες α1, α2,…, αk, µε τουλάχιστον 
µία εξ αυτών ≠ 0, έτσι ώστε: α1 ⋅z1 + … + αk ⋅zk. = 0. ∆ιαφορετικά, S = 
γραµµικώς εξαρτηµένο. 

Ένα σύνολο, S που περιέχει τη µηδενική λέξη = γραµµικώς εξαρτηµένο. 
Αν S≠{0}, περιέχει ένα µέγιστης διάστασης γραµ. ανεξάρτητο υποσύνολο

Παράδειγµα: Το S = {110, 011, 101, 111} =γραµµικώς εξαρτηµένο
Ισχύει α1 ⋅110 + α2 ⋅011 + α3 ⋅101 + α4 ⋅111 = 000 ⇒ α1 α1 0 + 0 α2 α2 
+α3 0 α3 + α4 α4 α4 = 000, ⇒ α1 + α3 + α4 = 0, α1 + α2 + α4 = 0 και α2 + 
α3+ α4 = 0. Προσθέτοντάς τες ⇒ α4 = 0. Έτσι, α1 + α3 = 0, α1 + α2 = 0 και 
α2 + α3 = 0, ⇒ α1 = α2 = α3. Μπορούµε να επιλέξουµε λοιπόν α1 = α2 = α3 
= 1 και εποµένως το S=γραµµικώς εξαρτηµένο

Για την εύρεση ενός από τα µέγιστης διάστασης, γραµ. ανεξάρτητου, 
υποσυνόλου του S, αφαιρούµε από το S το πρώτο διάνυσµα που 
βρίσκουµε να είναι γραµµ. συνδυασµός των άλλων δηλ. το 110 (110= 
011+101) και εξετάζοµε αν το S' = {011,101, 111} = γραµ. ανεξάρτητο. 

Από την  0 α1 α1 +α2 0 α2 + α3 α3 α3 = 000, ⇒α2 + α3 = 0 (1), α1 + α3 = 0 
(2), α1 + α2 + α3 =0 (3). Από τις (2), (3) ⇒ α1 = 0 άρα α3 = 0 και α2 = 0. ⇒ ∌ 
βαθµωτές ποσότητες, ≠ 0, που ικανοποιούν την (1) ⇒ S’ = ένα, µέγιστης
διάστασης, γραµµ. ανεξάρτητο υποσύνολο του S.
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Γραµµικοί Κώδικες-Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Ένα µη κενό υποσύνολο διανυσµάτων Β ενός διανυσµατικού
υποχώρου V είναι µία Βάση για τον υποχώρο V, αν <Β> = V και το Β 
είναι γραµµικώς ανεξάρτητο σύνολο.

Ένα γραµµικώς ανεξάρτητο υποσύνολο διανυσµάτων S είναι µία βάση για 
τον διανυσµατικό υποχώρο <S>.
Κάθε ένα από τα µέγιστης διάστασης γραµµικώς ανεξάρτητα υποσύνολα 
ενός γραµµικώς εξαρτηµένου συνόλου S είναι βάση του υποχώρου <S>..

Παράδειγµα: Εδείχθη ότι ένα από τα µέγιστης διάστασης, 
γραµµ.ανεξάρτητα υποσύνολα του S = {110, 011, 101,111}, (S= γραµ.
εξαρτηµένο) είναι το B = {011, 101, 111} ⇒ Β= βάση του <S> = 
{000,011,101,111,110,100,010, 001}.
Ένας διανυσµατικός (υπο)χώρος έχει πολλές βάσεις µε ίδιο πλήθος 
διανυσµάτων k  µε k=καλείται διάσταση  του (υπο)χώρου

π.χ διάσταση του <S> στο ως άνω παράδειγµα=3 Επίσης η διάσταση του
διανυσµατικού χώρου Κn είναι n, επειδή το σύνολο των λέξεων µήκους n και 
βάρους 1, δηλαδή το σύνολο U={0…01, 0…10,…, 1…00}, είναι µια βάση του 
διανυσµατικού χώρου Κn (µε <U>= Κn ).

Αν η διάσταση ενός γραµµικού κώδικα (ή διανυσµ. (υπο)χώρου) C είναι 
k και µια βάση του X = {x1, x2,…, xk}, τότε ∀ c ∈ C  ισχύει c = α1 
⋅x1+… + αk⋅xk για κάποια µοναδική επιλογή των α1,…, αk. Επειδή αi
= 0 ή 1, οι δυνατοί συνδυασµοί των α1,…, αk είναι 2k = πλήθος 
κωδικών λέξεων του C.
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Εύρεση Βάσης Γραµµικού Κώδικα C
Τεχνική για εύρεση µίας βάσης ενός κώδικα C
Ισχύει ότι για να βρούµε µια βάση ενός γραµµικού κώδικα C 
αρκεί να µεταφέρουµε σε µία ειδική µορφή (Κ∆Γ ή ΠΚ∆Γ) τον 
πίνακα οι γραµµές του οποίου αποτελούνται από τις λέξεις του 
συνόλου S (ή και από όλες τις λέξεις του C), µε C = <S>
Ένας πίνακας βρίσκεται σε µορφή Κλιµακωτής ∆ιάταξης 
Γραµµών (Κ∆Γ ή Row Echelon Form), αν όλες οι µηδενικές
γραµµές είναι στο κάτω µέρος και το πρώτο ψηφίο «1» 
(«οδηγός») µιας γραµµής είναι σε στήλη πιο δεξιά σε σχέση µε 
το πρώτο (τον οδηγό) «1» των προηγούµενων γραµµών. Μια 
στήλη που περιέχει έναν «οδηγό» 1 καλείται στήλη «οδηγός» 
Ένας πίνακας βρίσκεται σε µορφή Περιορισµένης Κλιµακωτής
∆ιάταξης Γραµµών (ΠΚ∆Γ ή Reduced Row Echelon Form),
εάν είναι σε µορφή Κ∆Γ και επιπλέον ισχύει ότι σε κάθε στήλη 
οδηγό του πίνακα (δηλαδή στήλη που περιέχεται ο οδηγός «1» 
µιας γραµµής) δεν περιέχονται άλλα ψηφία «1» αλλά µόνο ψηφία 
«0»

Κάθε πίνακας µε 0 και 1 µπορεί να τεθεί τόσο σε µορφή Κ∆Γ όσο και 
ΠΚ∆Γ. 
Ένας πίνακας  (µε 0 και 1) µπορεί να έχει πολλές µορφές Κ∆Γ αλλά 
µόνον µία µορφή ΠΚ∆Γ
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Εύρεση Βάσης Γραµµικού Κώδικα C

Ένας πίνακας τίθεται σε µορφή Κ∆Γ ή ΠΚ∆Γ µε τον 
µετ/σµό του σε διαδοχικούς ισοδύναµους πίνακες 
µέσω των ακολούθων δύο τύπων στοιχειωδών 
πράξεων που εφαρµόζονται στις γραµµές του:

Ανταλλαγή δύο γραµµών και 
Αντικατάσταση µίας γραµµής από το άθροισµα του εαυτού 
της µε κάποια άλλη

Παράδειγµα
Έστω ο κώδικας C = {0000, 1110, 0111, 1001}, του oποίου
οι λέξεις αποτελούν τις γραµµές του πίνακα P. Τον µετ/ζοµε
σε µορφή Κ∆Γ χρησιµοποιώντας τις ως άνω πράξεις ως 
εξής:
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Εύρεση Βάσης Γραµµικού Κώδικα C

Παράδειγµα (Συνέχεια)
Από τον αρχικό πίνακα P οδηγούµαστε στο 2ο πίνακα µόνο 
µε ανταλλαγή γραµµών. Από το 2ο πίνακα στον 3ο µε την 
αντικατάσταση της 3ης γραµµής µε το άθροισµα του εαυτού 
της και της 1ης γραµµής. Τέλος, αντικαθιστώντας την 
3ηγραµµή του 3ου πίνακα µε το άθροισµα του εαυτού της και 
της 2ης γραµµής καταλήγουµε στον 4ο πίνακα
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Εύρεση Βάσης Γραµµικού Κώδικα C
Παράδειγµα (Συνέχεια)
Για τον µετ/σµό του Πίνακα P σε ΠΚ∆Γ λαµβάνεται υπόψη ο 
επιπρόσθετος περιορισµός, η στήλη που περιέχει τον οδηγό «1» µιας
γραµµής να µην περιέχει άλλα ψηφία «1».
Από τον αρχικό πίνακα P οδηγούµαστε στο 2ο πίνακα µε ανταλλαγή της 
1ης µε την 4η γραµµή και της 2ης µε την 3η. 
Από το 2ο πίνακα στον 3ο µε την αντικατάσταση της 3ης γραµµής µε το 
άθροισµα του εαυτού της και της 1ης γραµµής. 
Τέλος, αντικαθιστώντας την 3η γραµµή του 3ου πίνακα µε το άθροισµα
του εαυτού της και της 2ης γραµµής καταλήγουµε στον 4ο πίνακα
Πράγµατι, ο 4ος πίνακας είναι σε µορφή ΠΚ∆Γ, αφού οι δύο πρώτες του 
στήλες που περιέχουν τους οδηγούς «1» των δύο µη µηδενικών 
γραµµών περιέχουν µόνο ψηφία «0» στις υπόλοιπες θέσεις
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Εύρεση Βάσης Γραµµικού Κώδικα C
Ανακεφαλαιωτικά Σχόλια
Σύµφωνα µε τον ορισµό της βάσης ενός διανυσµατικού χώρου, 
οποιοδήποτε από τα µέγιστης διάστασης γραµµικώς ανεξάρτητα 
υποσύνολα του διανυσµατικού (υπο) χώρου C (ή του συνόλου S, όπου 
C = <S>) είναι βάση του. 
Επίσης, όπως προαναφέρθηκε, οι µη µηδενικές γραµµές ενός πίνακα 
σε µορφή Κ∆Γ ή ΠΚ∆Γ που σχηµατίζεται από τις λέξεις του συνόλου S 
(ή από τις λέξεις του C, όπου C = <S>), είναι οι λέξεις ενός µέγιστης
διάστασης γραµµικώς ανεξάρτητου υποσυνόλου του C και, εποµένως, 
µία βάση του.
Συµπερασµατικά, για να βρούµε µία βάση του κώδικα C αρκεί να 
µεταφέρουµε σε µορφή Κ∆Γ ή ΠΚ∆Γ τον πίνακα που σχηµατίζεται από 
τις λέξεις του συνόλου S (ή και από όλες τις λέξεις του C, C = <S>). 
π.χ. στο προηγούµενο Παράδειγµα, το υποσύνολο {1110, 0111} είναι 
µια βάση του κώδικα C = {0000, 1110, 0111, 1001}, από την οποία 
προκύπτουν, µε γραµµικούς συνδυασµούς, όλες οι λέξεις του C.
Οµοίως µπορεί να βρεθεί και µία βάση του δυϊκού κώδικα C⊥,  
χρησιµοποιώντας τις λέξεις που τον απαρτίζουν ως ανωτέρω.  

Εναλλακτικά µπορεί να εφαρµοστεί ένας πιο απλός αλγόριθµος βασισµένος 
στην γνώση των λέξεων του συνόλου S ή του C, C = <S> ο οποίος 
περιγράφεται στη συνέχεια.
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Εύρεση Βάσης ∆υϊκού κώδικα C⊥

Η διαδικασία εύρεσης µιας βάσης του δυϊκού κώδικα C⊥(C = <S>) µε 
k=διάσταση C, n=µήκος λέξεων C διακρίνεται στα ακόλουθα βήµατα:

1. Σχηµατισµός του πίνακα P, του οποίου οι γραµµές είναι οι λέξεις του S 
(ή του C) και µεταφορά του P σε µορφή ΠΚ∆Γ.

2. Σχηµατισµός του πίνακα G, ο οποίος αποτελείται από τις µη µηδενικές
γραµµές του πίνακα P σε µορφή ΠΚ∆Γ και αποτελεί µια βάση του C. Ο 
πίνακας G είναι διάστασης k x n

3. Σχηµατισµός του πίνακα M, ο οποίος αποτελείται µόνον από εκείνες τις 
στήλες του πίνακα G που δεν είναι οδηγοί, δηλαδή από τις στήλες που 
δεν περιέχουν οδηγούς «1». Αφού το πλήθος των στηλών οδηγών του 
πίνακα G είναι ίσο µε το πλήθος των γραµµών του τότε η διάσταση του 
πίνακα M είναι k x (n-k)

4. Σχηµατισµός του πίνακα , Η= [Μ  Ι]Τ διάστασης n x (n – k), από τον 
πίνακα Μ  (k x (n – k)) και τον πίνακα ταυτότητας Ι ((n – k) x (n – k)). 

5. Ο πίνακας Η (n x (n – k)) σχηµατίζεται ως εξής:
Στις πρώτες k γραµµές του H τοποθετούνται µε τη σειρά οι γραµµές του Μ.
Στις υπόλοιπες (n– k) γραµµές του H τοποθετούνται οι γραµµές του πίνακα 
ταυτότητας I διάστασης (n – k) x (n –k).

6. Μια βάση του δυϊκού κώδικα C⊥ αποτελείται από τις στήλες του πίνακα 
H (ή τις γραµµές του ανάστροφου πίνακα ΗT) και είναι διάστασης n-k.
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Εύρεση Βάσης ∆υϊκού κώδικα C⊥

Παράδειγµα: Ζητείται µία βάση του C⊥ µε S = {11101, 10110, 
01011, 11010} και C= <S>
Σχηµατίζεται ο πίνακας P µε γραµµές της λέξης του S ο οποίος 
µετ/ζεται σε ΠΚ∆Γ χρησιµοποιώντας ανταλλαγή ή και αντικατάσταση 
γραµµής από το άθροισµά της µε άλλη

G

M



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Εύρεση Βάσης ∆υϊκού κώδικα C⊥

Παράδειγµα (συνέχεια):

Εποµένως, µια βάση του δυϊκού κώδικα C⊥ είναι το σύνολο {01110, 
11101}.
Παρατήρηση: Παρατηρήστε ότι ο ΠΚ∆Γ, G = της µορφής G= [I M] 
που είναι σύνηθες για γραµµικούς κώδικες

Βάση
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Γεννήτορας Πίνακας Γραµµικού  Κώδικα C

Ορισµός: Κάθε πίνακας, του οποίου οι γραµµές αποτελούν µία 
βάση του κώδικα C, ονοµάζεται γεννήτορας πίνακας G για τον C. 

Το πλήθος των γραµµών k του G = µε τη διάσταση του C, 
δηλαδή = µε το πλήθος των λέξεων που απαρτίζουν µία βάση 
του. 
Αν η διάσταση ενός κώδικα C = k, το µήκος των κωδικών λέξεων 
= n και η απόστασή του d, τότε ο C συµβολίζεται ως (n, k, d) 
γραµµικός κώδικας.

Αν G είναι ένας γεννήτορας πίνακας για έναν κώδικα C, τότε 
κάθε πίνακας ισοδύναµος του G, ως προς τις γραµµές, είναι 
γεννήτορας πίνακας για τον C. 
Για την εύρεση του G  ενός κώδικα C, αρκεί να βρούµε µια βάση 
του ⇒ τις µη µηδενικές λέξεις του πίνακα σε µορφή ΠΚ∆Γ, που 
σχηµατίζεται από τις λέξεις του C (ή του S, όπου C = <S>),
όπως εδείχθη προηγουµένως
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Γεννήτορας Πίνακας Γραµµικού  Κώδικα C

Κωδικοποίηση:Ένας γεννήτορας πίνακας G για ένα γραµµικό κώδικα 
(n, k, d), C, µπορεί να αξιοποιηθεί για την κωδικοποίηση λέξεων 
(µηνυµάτων) u µήκους k ψηφίων ως εξής:
C=u.G= [a1,a2,…ak] [g1,g2,...gk]T = a1.g1+ a2.g2+…+ak.gk = 
[b1,b2,..., bn], 

u= [a1,a2,…ak] η µη κωδική λέξη του µηνύµατος και c=[b1,b2,..., bn] η 
κωδική λέξη µήκους n ψηφίων και [g1,g2,...gk]T τα διανύσµατα λέξεις 
(πλήθους n) που αποτελούν την βάση του C και απαρτίζουν τον G
Το αποτέλεσµα c είναι κωδική λέξη του C (εφόσον u.G = γραµ. συνδυασµός 
των γραµµών του G, που σχηµατίζεται από τις λέξεις gi που απαρτίζουν µία 
βάση του κώδικα C).

Ένας γεννήτορας πίνακας G, (kxn), του οποίου οι πρώτες k στήλες 
σχηµατίζουν τον πίνακα ταυτότητας Ik, (kxk), δηλαδή G = [Ik , M], 
λέγεται ότι βρίσκεται σε τυπική µορφή (standard form).

π.χ Ο γεννήτορας πίνακας G, ο οποίος προκύπτει στο βήµα 2 του σε 
προηγούµενο παράδειγµα είναι σε τυπική µορφή. 
Ο κώδικας C, ο οποίος έχει γεννήτορα πίνακα G σε τυπική µορφή, 
χαρακτηρίζεται συστηµατικός κώδικας
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Γεννήτορας Πίνακας Γραµµικού  Κώδικα C
Σε ένα τέτοιο συστηµατικό κώδικα  το µήνυµα u αποτελείται από τα 
πρώτα k ψηφία του c, αφού c = u.G = u.[Ι, M] = [uI, uM] = [u, uM]. Τα 
πρώτα k ψηφία των κωδικών λέξεων λέγονται ψηφία πληροφορίας και 
τα υπόλοιπα n – k, πλεονασµός ή ψηφία ελέγχου ισοτιµίας.
∆εν έχουν όλοι οι γραµµικοί κώδικες γεννήτορες πίνακες σε τυπική 
µορφή [Ι, Μ] 

Σε αυτή την περίπτωση και πάλι k από τα ψηφία των κωδικών λέξεων 
αποτελούνται από τα αρχικά ψηφία του µηνύµατος δεν είναι όµως 
συνεχόµενα αλλά εντοπίζονται σε k προκαθορισµένες θέσεις της κωδικής
λέξης που ορίζονται από τις αντίστοιχες θέσεις των στηλών-οδηγών του G
Και σε αυτή την περίπτωση ο G µπορεί να µετασχηµατισθεί σε τυπική µορφή 
µε κατάλληλη εναλλαγή στηλών του.

Παράδειγµα: Οι κωδικές λέξεις που προκύπτουν εάν το µήνυµα u=[ 0 0 
1 ] για Γεννήτορες Πίνακες  G1, G2 είναι:

c1= u.G1= 0 (10001) + 0 (01011) + 1(00111)= 00111⇒ [u1,u2,u3] 
⇢[u1,u2,u3,u2+u3,u1+u2+u3] και 001 ψηφία πληροφορίας,11 ισοτιµίας
c2= u.G2 = 0 (11001) + 0 (00101) +1(00011)= 000 11 ⇒ [u1,u2,u3] 
⇢[u1,u1,u2,u3,u1+u2+u3] και 001 ψηφία πληροφορίας και 01 ισοτιµίας

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

11100
11010
10001

1G
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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Πίνακας Ισοτιµίας Γραµµικού  Κώδικα C
Πίνακας Ελέγχου Ισοτιµίας ενός κώδικα C καλείται ένας πίνακας Η του 
οποίου οι στήλες σχηµατίζουν µια βάση του δυϊκού κώδικα C⊥, και µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί για την αποκωδικοποίηση κωδικοποιηµένων
µηνυµάτων.

Όπως είδαµε υπάρχει αλγόριθµος, ώστε δοθέντος του C να µπορούµε πάντα να 
προσδιορίσουµε τον πίνακα H

Αν η διάσταση του C είναι k, τότε η διάσταση του C⊥, είναι n – k = µε 
πλήθος των στηλών του H, ενώ το πλήθος των γραµµών του είναι n=ίσο µε 
το µήκος των κωδικών λέξεων του κώδικα C.

Σύµφωνα µε τα προλεχθέντα, ο γεννήτορας πίνακας G και ο πίνακας ισοτιµίας H 
ενός κώδικα C είναι γραµµ. ανεξάρτητοι ως προς τις γραµµές και τις στήλες, 
αντίστοιχα, αφού είναι βάσεις των κωδίκων C, C⊥

Το γινόµενο των πινάκων G και Η ισούται µε 0, δηλαδή G⋅H = 0. (µια και C⊥

άρα και µία βάση του Η = ορθογ. συµπλήρωµα  του S άρα και µίας βάσης 
του G , όπου C = <S> και C⊥ = S⊥)

Εύκολα επίσης φαίνεται αυτό από το εάν ληφθεί υπ’όψη ότι G=[ I, M] , H= [M, I]T
⇒ G⋅H= [I, M] ⋅ [M, I]T = Μ+Μ=0
∀ x ∈ C ⇒ x ⋅ H= (u ⋅ G) ⋅ H= u (G H)= 0



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Πίνακας Ισοτιµίας Γραµµικού Κώδικα C
Θεώρηµα: Η απόσταση d ενός γραµµικού κώδικα = µε τον 
ελάχιστο αριθµό γραµµών του Πίνακα Ισοτιµίας H των οποίων το 
άθροισµα ισούται µε 0 (ή ισοδύναµα o ελάχιστος αριθµός 
γραµµών που είναι γραµµικά εξαρτηµένες). 
Απόδειξη: ∀ x ∈ C ⇒ x ⋅ H= 0 ⇒ [x1,x2,…,xn] ⋅ [h1,h2,…,hn]T
= 0 ⇒ [x1 h1+x2 h2+…+xn hn] = [0,0,…0], hi= i γραµµή του H. 
Λαµβάνοντας υπόψη ότι xi =1 ή 0 και wt(x) =∑ 1’s ⇒ x H = µε το 
άθροισµα wt(x) γραµµών του H. Άρα εάν xmin=η x µε το ελάχιστο 
wt(x) = d =απόσταση του κώδικα C, τότε  xmin ⋅ H = µε τον 
ελάχιστο αριθµό γραµµών d του H που ισούνται µε 0.
Παράδειγµα: Έστω ο Η προηγούµενου παραδείγµατος  µε 

Τότε µια και ισχύει ότι ή 2η + 3η γραµµή = (1 1) + (1 1) (ή 
ισοδύναµα η 1η +4η = (0 1) + (0  1) ) του Η = (0 0) ⇒ η 
απόσταση του κώδικα είναι d=2
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Συνοµάδες Γραµµικού Κώδικα C

Συνοµάδα (coset) = απαραίτητη έννοια για αποκωδικοποίηση ενός 
κώδικα C
Ορισµός: Μια συνοµάδα του C προσδιορισµένη από τη λέξη x ∈ Kn

n=µήκος κωδικής λέξης, συµβολίζεται ως C + x και ορίζεται ως το σύνολο 
όλων των λέξεων της µορφής c + x, όπου c ∈ C (το x είναι σταθερό και το c 
κυµαίνεται σε όλο το εύρος του C). ∆ηλαδή, C + x = {c + x| c∈ C}.
Παράδειγµα: Ζητούνται όλες οι συνοµάδες του κώδικα C = {000, 111}, 
k=1, n=3, n-k=2. 

Για x = 001 έχουµε C + 001 = {000 + 001 = 001, 111 + 001 = 110}. 
C + 010 = {010, 101},
C + 100 = {100, 011}, 
C + 011 = {011, 100}, 
C + 101 = {101, 010},
C + 110 = {110, 001}, 
C + 111 = C + 000 = {000, 111}.
Παρατηρούµε ότι ο αριθµός των όλων των συνοµάδων είναι 2n-k=22=4 και κάθε 
συνοµάδα αποτελείται από 2k=21=2 λέξεις όσες ακριβώς και το πλήθος των 
κωδικών λέξεων του κώδικα C
Επίσης παρατηρείστε ότι εάν x,y ∈ C+x (ή ισοδύναµα στο C+y) τότε x+y ∈ C
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Συνοµάδες Γραµµικού Κώδικα C
∆εν υπάρχουν 2n διαφορετικές συνοµάδες όσες και οι 
λέξεις µήκους n του Kn καθώς είναι δυνατό δύο 
συνοµάδες C + x = C + y να ταυτίζονται, ακόµα και αν x ≠ 
y όπως π.χ ισχύει στο προηγούµενο παράδειγµα.
Ιδιότητες Συνοµάδων: Αν C είναι ένας συστηµατικός
γραµµικός κώδικας (n,k,d) και x και y δύο λέξεις επίσης 
µήκους n ψηφίων, τότε ισχύουν αναφορικά µε τις 
συνοµάδες τα ακόλουθα:

1. Κάθε λέξη x περιέχεται στη συνοµάδα C + x (λόγω ύπαρξης 
µηδενικής κωδικής λέξης σε γραµµικούς κώδικες)

2. Το πλήθος των λέξεων σε µια συνοµάδα είναι ίσο µε το πλήθος 
των λέξεων του κώδικα C, δηλαδή |C + x| = |C| = 2k.

3. Αν µια λέξη x περιέχεται στη συνοµάδα C + y, τότε ισχύει C + x = 
C + y, δηλαδή κάθε λέξη της συνοµάδας την προσδιορίζει.

4. Το πλήθος των διαφορετικών συνοµάδων του κώδικα C, 
διάστασης k, ισούται µε 2n – k . (Από ιδιότητα 5 ⇒ πλήθος 
στοιχείων όλων των συνοµάδων= 2n ⇒ εφόσον από ιδιότητα 2, 
|C + x| = 2k τότε πλήθος συνοµάδων= 2n / 2k= 2n – k)
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Συνοµάδες Γραµµικού Κώδικα C
Ιδιότητες Συνοµάδων (συνέχεια)

5. Οι λέξεις όλων των συνοµάδων είναι διαφορετικές, ή ισοδύναµα, 
κάθε λέξη x∈ Κn περιέχεται µόνο σε µία συνοµάδα του C, δηλαδή 
δύο συνοµάδες C + x και C + y είτε ταυτίζονται είτε δεν έχουν 
κανένα στοιχείο κοινό.
Απόδειξη: Έστω ότι υπάρχουν δύο λέξεις ίδιες σε όλα τα σύνολα των 
συνοµάδων⇒ δύο περιπτώσεις: α) Να βρίσκονται στην ίδια συνοµάδα
έστω του C+x. Τότε πρέπει x +ci = x+cj (ci, cj ∈ C, ci≠cj ) ⇒ ci= cj
άτοπο. 
β) Να βρίσκονται σε διαφορετικές συνοµάδες έστω των C+ x, C+y. Τότε
θα ίσχυε: x + ci = y + cj ⇒ y= x+ (ci + cj), µε (ci+cj) ∈ C ⇒ Οι x, y
πρέπει να ανήκουν στην ίδια συνοµάδα, άτοπο µιάς και η υπόθεσή µας 
είναι ότι x, y ανήκουν σε διαφορετικές συνοµάδες, των C+ x και C+y.

6. Αν το άθροισµα x + y ∈ C, τότε οι x,y περιέχονται στην ίδια 
συνοµάδα. Αν το άθροισµα x + y ∉ C, τότε οι x,y περιέχονται σε 
διαφορετικές συνοµάδες.
Απόδειξη: Α’ σκέλος.  Έστω ότι x, y ∈ στην ίδια συνοµάδα έστω του 
z+C και ας υποτεθεί ότι x+y ∉ C Τότε  ισχύει x=z+c1, y=z+c2 ⇒ x+y= 
(z+z) + (c1+c2) = 0 + c3 ⇒ x+y=c3, c3 ∈ C ⇒ x+y ∈ C, άτοπο. 
Οµοίως για Β’ σκέλος  έστω ότι x+y ∉ C και  ας υποτεθεί ότι x, y ∈ στην 
ίδια συνοµάδα έστω του z+C. ⇒ καταλήγοµε πάλι  στην x+y=c3, c3 ∈ C 
⇒ x+y ∈ C, άτοπο
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Αποκωδικοποίηση µε Συνοµάδες
Έστω ο γραµµικός κώδικας C και ότι έχοµε µετάδοση της κωδικής
λέξης x, που οδηγεί στη λήψη της λέξης y. Τότε έχουµε το πρότυπο 
σφάλµατος ε = x + y. Άρα ισχύει και x = ε + y και συνεπώς (Ιδιότητα 
6) οι λέξεις ε (πρότυπο σφάλµατος) και y (ληφθείσα λέξη) 
περιέχονται στην ίδια συνοµάδα του C!
Για την επιλογή του κατάλληλου ε δεδοµένου ότι από y εντοπίσθηκε 
η κατάλληλη συνοµάδα, λαµβάνεται υπόψη ότι πρότυπα σφάλµατος
µικρού βάρους λαµβάνουν χώρα µε τη µεγαλύτερη πιθανότητα -
αποκωδικοποίηση µέγιστης πιθανότητας (ΑΜΠ). 
Αλγόριθµος  αποκωδικοποίησης µε τη βοήθεια των Συνοµάδων

1. Λήψη της λέξης y και υπολογισµός της συνοµάδας C + y.
2. Επιλογή της λέξης ε, ελάχιστου βάρους, που περιέχεται στη 

συνοµάδα C + y. 
Αν υπάρχουν περισσότερες λέξεις της συνοµάδας C + y, µε ελάχιστο 
βάρος, τότε στην (ΠΑΜΠ) περίπτωση αποκωδικοποίησης µέγιστης 
πιθανότητας επιλέγεται αυθαίρετα µία εξ αυτών, ενώ στην περίπτωση της 
(ΑΑΜΠ) αποκωδικοποίησης ζητείται επανάληψη της µετάδοσης.

3. Υπολογισµός της κωδικής λέξης x που µεταδόθηκε προσθέτοντας τη 
ληφθείσα λέξη y µε το πρότυπο σφάλµατος ελάχιστου βάρους ε, 
δηλαδή, x = y + ε.
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Αποκωδικοποίηση µε Συνοµάδες
Σχηµατισµός Τυπικής ∆ιάταξης Αποκωδικοποίησης 

Για επίτευξη της αποκωδικοποίησης µε συνοµάδες είναι αναγκαίο να υπάρχει 
µεθοδικός τρόπος σχηµατισµού όλων των συνοµάδων του C καλούµενος και ως 
Τυπική ∆ιάταξη Αποκωδικοποίησης (Standard Decoding Array)

Αλγόριθµος ∆όµησης Τυπικής ∆ιάταξης Αποκωδικοποίησης (Τ∆Α)
Έστω c1,c2,…,cM οι κωδικές λέξεις του C (n,k,d)  µήκους n, M=2k και c1=
µηδενική λέξη. Η διάταξη δε αυτή είναι 2n-k x 2k µε τις 2n-k γραµµές να 
αποτελούν τις συνοµάδες του C. Τα βήµατα για τον σχηµατισµό της είναι:

1. Οι 2k κωδικές λέξεις του C τοποθετούνται  στην 1η γραµµή µε το πρώτο 
στοιχείο της γραµµής (από αριστερά) να αποτελεί η c1.

2. Ως πρώτο στοιχείο της 2ης γραµµής επιλέγεται το πρότυπο σφάλµατος ε2 µε 
το ελάχιστο βάρος και το οποίο δεν υπάρχει ήδη ως λέξη στις προηγούµενες 
γραµµές της διάταξης (στη 1η γραµµή στην συγκεκριµένη περίπτωση) και 
τοποθετείται ακριβώς κάτω από την c1. Η υπόλοιπη 2η γραµµή σχηµατίζεται 
προσθέτοντας το ε2 σε κάθε ένα από τα αντίστοιχα στοιχεία της 
προηγούµενης γραµµής (στις κωδικές λέξεις της 1ης γραµµής).

3. Το βήµα 2 επαναλαµβάνεται µε τον ίδιο τρόπο έως ότου εξαντληθούν όλες οι 
διαφορετικές λέξεις µήκους n , κάτι που πρακτικά συµβαίνει όταν σχηµατισθεί 
και η 2n-k γραµµή της διάταξης
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Αποκωδικοποίηση µε Συνοµάδες

Στην παραπάνω διάταξη κάθε γραµµή αποτελεί και συνοµάδα του C. 
Το πρώτο στοιχείο κάθε γραµµής ονοµάζεται Οδηγός Συνοµάδας (coset
leader)
Παράδειγµα: Για τον κώδικα C = {0000, 1010, 1101, 0111} µε n=4, k=2 
ζητούνται οι διάφορες 2n-k=2 = 4 συνοµάδες του. Η Τυπική ∆ιάταξη
Αποκωδικοποίησης έχει ως εξής:

c1=0000 1010   1101   0111
ε2=0001    ε2+1010=1011   ε2+1101=1100   ε2+0111=0110
ε3=0010    ε3+1010=1000 ε3+1101=1111   ε3+0111=0101
ε4=0100    ε4+1010=1110   ε4+1101=1001   ε4+0111=0011

knknknkn M
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Αποκωδικοποίηση µε Συνοµάδες
Παράδειγµα (συνέχεια)
Aπό την παραπάνω Τυπική ∆ιάταξη Αποκωδικοποίησης προκύπτει 
ότι οι τέσσερις συνοµάδες του C= {0000, 1010, 1101, 0111}, {0001, 
1011, 1100, 0110}, {0010, 1000, 1111, 0101} και {0100, 1110, 1001,
0011}. 
Εάν τώρα ο δέκτης λάβει τις λέξεις 1110 και 1111, οι οποίες δεν είναι 
κωδικές λέξεις τότε σύµφωνα µε τις ΠΑΜΠ και ΑΑΜΠ έχοµε:
Αν ληφθεί η λέξη 1110, τότε αφού εντοπιστεί η συνοµάδα στην 
οποία περιέχεται, δηλαδή η τέταρτη, επιλέγεται το πρότυπο βάρους
µε το µικρότερο βάρος, δηλαδή το 0100. Εποµένως, σύµφωνα µε τις 
ΠΑΜΠ και ΑΑΜΠ συµπεραίνεται ότι µεταδόθηκε η λέξη 1110 + 0100 
= 1010 ∈ C. 
Στην περίπτωση λήψης της λέξης 1111, αφού διαπιστωθεί ότι 
περιέχεται στην 3η συνοµάδα, παρατηρείται ότι σε αυτή υπάρχουν 
δύο πρότυπα σφάλµατος µε το ελάχιστο βάρος, τα 0010 και 1000. 

Αν έχουµε εφαρµογή της ΑΑΜΠ, ζητείται επαναµετάδοση του 
µηνύµατος. 
Αν εφαρµόζεται όµως η ΠΑΜΠ, ο δέκτης επιλέγει αυθαίρετα ένα από τα 
πρότυπα σφάλµατος µε το ελάχιστο βάρος, έστω το 1000 και 
συµπεραίνει εποµένως ότι µεταδόθηκε η λέξη 1111 + 1000 = 0111.
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Αποκωδικοποίηση µε Σύνδροµα
Ορισµός: Σύνδροµο, s, µίας λέξης y ορίζεται η λέξη s=y ⋅ H, s 
∈ Kn – k, (έχει δηλ. µήκος n-k όσο ο αριθµός των πλεοναζόντων 
ψηφίων), όπου Η είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας ενός κώδικα 
C µήκους n και διάστασης k και y = η ληφθείσα λέξη. 
Ιδιότητες Συνδρόµου
Αν x, y και ε ∈ Kn, ισχύουν :
1. Αν και µόνο αν x ∈ C, τότε x ⋅ H = 0.

Απόδειξη: ∀ x ∈ C ⇒ x ⋅ H= (u ⋅ G) ⋅ H= u (G H)=u⋅ 0 =0
2. Αν και µόνο αν x και y ∈ στην ίδια συνοµάδα, τότε x ⋅ H = y ⋅ H. 

Έχουν δηλαδή το ίδιο σύνδροµο!
Απόδειξη: Εφόσον x, y ∈ στην ίδια συνοµάδα έστω στην ε1 +C ⇒ x = ε1 
+ c1, y=ε1+c2, όπου c1, c2 ∈ C ⇒ x⋅H= ε1 ⋅ H + c1 ⋅H,  y⋅H= ε1 ⋅ H + 
c2 ⋅H. Από ιδιότητα 1 ⇒ c1 ⋅H= c2 ⋅H=0 Άρα x⋅H= y⋅H= ε1 ⋅ H 

3. Αν ε είναι το πρότυπο σφάλµατος µίας ληφθείσας λέξη y, τότε           
ε ⋅ H = µε το άθροισµα των γραµµών του πίνακα H που 
αντιστοιχούν στις θέσεις στις οποίες προκλήθηκαν σφάλµατα
κατά τη µετάδοση.

Απόδειξη: Εάν hi= i γραµµή του H τότε ισχύει ε ⋅ H= [ε1,ε2,…,εn] ⋅
[h1,h2,…,hn]T =ε1 ⋅h1+ ε2 ⋅h2+…. + εn ⋅hn. (1) Λαµβάνοντας υπόψη ότι οι 
εi µε εi=1 καθορίζουν την θέση του σφάλµατος στο ε τότε από την (1) 
είναι φανερό ότι οι θέσεις σφάλµατος στο ε καθορίζουν και τις αντίστοιχες 
γραµµές του ε που εµπλέκονται στο άθροισµα της (1)
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Αποκωδικοποίηση µε Σύνδροµα
Αποκωδικοποίηση µε την βοήθεια  Συνδρόµων

Ο αλγόριθµος µε εκτεταµένη Τυπική ∆ιάταξη συνοµάδων έχει δύο δυσκολίες, 
την αναζήτηση της συνοµάδας στην οποία περιέχεται η ληφθείσα λέξη και 
την αναζήτηση στη συνέχεια του πρότυπου σφάλµατος µε το ελάχιστο 
βάρος.
Ανάγκη για απλούστερο τρόπο αποκωδικοποίησης µε µικρότερη ανάγκη για 
αποθηκευτικό χώρο

Η Ιδιότητα 1 Συνδρόµων µπορεί να χρησιµοποιηθεί για ανίχνευση 
σφαλµάτων:

Αν δεν υπεισέλθουν σφάλµατα κατά τη µετάδοση, η ληφθείσα λέξη y θα 
ανήκει στον κώδικα C και τότε s=y⋅H = 0 ειδάλλως s= y⋅H =ε⋅H

Από Ιδιότητα 2 Συνδρόµων
Επειδή όλες οι λέξεις µιας συνοµάδας έχουν το ίδιο σύνδροµο, το σύνδροµο
αυτό µπορεί να χρησιµοποιηθεί αντί της συνοµάδας για τον προσδιορισµό
της. Έτσι, αρκεί να έχουµε από κάθε συνοµάδα µόνο το σύνδροµό της και τη 
λέξη µε το ελάχιστο βάρος (οδηγό της συνοµάδας) για αποκωδικοποίηση 
µιας ληφθείσας λέξης Άρα:
Η εκτεταµένη Τυπική ∆ιάταξη Αποκωδικοποίησης (µε συνοµάδες) µπορεί να 
απλοποιηθεί σε  πίνακα που περιέχει µόνον τα σύνδροµα και τους οδηγούς 
όλων των συνοµάδων).
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Αποκωδικοποίηση µε Σύνδροµα

Αλγόριθµος Αποκωδικοποίησης µε την βοήθεια Συνδρόµων
1. Λήψη της λέξης y και υπολογισµός του συνδρόµου s=y⋅H.
2. Εύρεση από την τροποποιηµένη Τυπική ∆ιάταξη 

Αποκωδικοποίησης- (δηλ. τον Πίνακα Συνδρόµων και Οδηγών 
Συνοµάδων) του οδηγού ε που αντιστοιχεί στη συνοµάδα µε 
σύνδροµο s=y⋅H. Αν δεν υπάρχει αντίστοιχος οδηγός της 
συνοµάδας, τότε ζητείται αναµετάδοση. 

Αν µια συνοµάδα έχει περισσότερες από µία λέξεις ελάχιστου 
βάρους, τότε είτε επιλέγεται µία από αυτές αυθαίρετα  και 
τοποθετείται ως αντίστοιχος οδηγός συνοµάδας στον πίνακα  αν 
εφαρµόζεται ΠΑΜΠ, είτε δεν επιλέγεται καµία αν εφαρµόζεται
ΑΑΜΠ και µένη κενή η αντίστοιχη θέση στον Πίνακα Συνδρόµων 
και Οδηγών Συνοµάδων

3. Υπολογισµός από το δέκτη της κωδικής λέξης x που 
µεταδόθηκε, προσθέτοντας τη ληφθείσα λέξη y µε τον οδηγό της 
συνοµάδας (το πρότυπο σφάλµατος) ε, δηλαδή x = y + ε.
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Αποκωδικοποίηση µε Σύνδροµα

Παράδειγµα
Για τον γραµµικό κώδικα C του προηγούµενου Παραδείγµατος
µε τις 4 συνοµάδες του {0000, 1010, 1101, 0111}, {0001, 1011, 
1100, 0110}, {0010, 1000, 1111, 0101} και {0011, 1001, 1110, 
0100}. ζητούνται οι τροποποιηµένες Τ∆Α  (Πίνακες Συνδρόµων 
και Οδηγών Συνοµάδων) στις περιπτώσεις εφαρµογής των 
ΠΑΜΠ και ΑΑΜΠ.
Απάντηση: Για τον υπολογισµό του συνδρόµου µιας
συνοµάδας, αρκεί να επιλεγεί µια οποιαδήποτε λέξη της, y και να 
υπολογιστεί το γινόµενο y⋅H. Συνεπώς, αφού υπολογιστεί ο Η 
όπως δίδεται παρακάτω και επιλεγεί ο οδηγός κάθε συνοµάδας, 
υπολογίζεται το σύνδροµο κάθε συνοµάδας, µπορούν να 
σχηµατισθούν οι αντίστοιχοι Πίνακες Συνδρόµων και Οδηγών 
Συνοµάδων για τις περιπτώσεις εφαρµογής των ΠΑΜΠ και 
ΑΑΜΠ, όπως φαίνεται στην επόµενη σελίδα
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Αποκωδικοποίηση µε Σύνδροµα
Ακολουθώντας την 
µεθοδολογία που 
προαναφέρθηκε, 
Σχηµατίζουµε τις 
απλοποιηµένες Τ∆Α 
(που περιέχουν µόνον 
σύνδροµα και οδηγούς 
συνοµάδων) για τις 
περιπτώσεις ΠΑΜΠ και 
ΑΑΜΠ

1000,
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Αποκωδικοποίηση µε Σύνδροµα
Παράδειγµα (συνέχεια)
Με δεδοµένους τους Πίνακες Συνδρόµων και Οδηγών Συνοµάδων
του C εάν ληφθούν από τον δέκτη οι λέξεις y= 0110 και 1111, η 
αποκωδικοποίησή τους κατά ΠΑΜΠ και ΑΑΜΠ έχει ως εξής:.
Υπολογίζονται τα σύνδροµα των λέξεων που ελήφθησαν  και 
ελέγχονται µε βάση  τους αντίστοιχους οδηγούς των συνοµάδων των 
Πινάκων. 
Συγκεκριµένα, τα σύνδροµα των λέξεων που ελήφθησαν είναι 0110⋅Η 
= 01 και 1111⋅Η = 10. 
Στην περίπτωση της ΠΑΜΠ, εντοπίζονται από τον αντίστοιχο πίνακα 
οι οδηγοί συνοµάδων 0001 (για s=01) και 0010 (s=10) και άρα οι 
µεταδοθείσες κωδικές λέξεις είναι 0110 + 0001 = 0111και 1111 + 
0010 = 1101, αντίστοιχα. 
Στην περίπτωση της ΑΑΜΠ, η ληφθείσα λέξη 0110 (s=01) οµοίως µε 
παραπάνω οδηγεί στην κωδική λέξη 0111, ενώ από τη ληφθείσα λέξη 
1111 δεν οδηγούµεθα σε κάποιο συµπέρασµα, εφόσον δεν υπάρχει 
αντίστοιχος οδηγός και ζητείται αναµετάδοση.
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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Άσκηση Γραµµικών Κωδίκων
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ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΚΩ∆ΙΚΕΣ
(ΚΩ∆ΙΚΕΣ HAMMING)
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Γραµµικοί Κώδικες (Κώδικες Hamming)

Ορισµός: Ένας κώδικας µήκους n = 2r – 1 (r≥2) και πίνακα ελέγχου 
ισοτιµίας Η, του οποίου (Η) οι γραµµές απαρτίζονται από όλες τις 
δυνατές µη µηδενικές λέξεις µήκους r, ονοµάζεται κώδικας Hamming
µήκους 2r – 1.

Η διάσταση k του κώδικα = n-r = 2r – 1 – r  και µπορεί να δειχθεί ότι d=3. Άρα 
µπορούν να διορθώσουν t=⎣(d-1)/2⎦= 1 λάθος και να ανιχνεύσουν d-1= 2 
λάθη
r= αριθµός (πλεοναζόντων) bits ισοτιµίας  και αριθµός κωδικών λέξεων (και 
µηνυµάτων) |C|= 2κ = 2 2r – r – 1

Ο ρυθµός πληροφορίας ενός δυαδικού κώδικα C µήκους n είναι ίσος µε 
(1/n)log2|C| = [log2 (2 2r – r – 1 )]/(2r – 1)= (2r – r – 1 )/(2r – 1) Εύκολα φαίνεται 
από τη σχέση ότι ο ρυθµός πληροφορίας πλησιάζει στο 1 για υψηλές τιµές 
του r

π.χ. Οι παρακάτω Κώδικες (n,k,r) είναι κώδικες Hamming
(7,4,3), (15,11,4), (31,26,5) …
Συµπερασµατικά οι κώδικες Hamming είναι κώδικες µε υψηλούς 
ρυθµούς πληροφορίας και σχετικά µικρή απόσταση d. Επιπλέον όπως 
θα δειχθεί πληρούν τα κριτήρια των τέλειων κωδίκων ενώ τόσο ο 
σχηµατισµός της Τ∆Α όσο και η διαδικασία αποκωδικοποίησης µπορεί
να απλοποιηθεί κατά πολύ
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Γραµµικοί Κώδικες (Κώδικες Hamming)
Παράδειγµα: Κώδικας Hamming (7,4,3)
Σύµφωνα µε τον ορισµό, ένας πίνακας ελέγχου ισοτιµίας ενός κώδικα 
Hamming µήκους 7 (r = 3) θα µπορούσε να έχει σαν γραµµές όλες τις 
µη µηδενικές λέξεις µήκους r=3, δηλ:

Από τον Πίνακα H µπορεί εύκολα να δειχθεί ότι d=3 µια και αυτός είναι 
ο ελάχιστος αριθµός γραµµών του H το άθροισµα των οποίων ισούται 
µε µηδέν. 

π.χ 1η +2η +3η γραµµή = [101]+[011]+[111] =[111]+[111]=[000]
Επιπλέον ισχύει k= n-r=4 και |C|= 2κ = 16
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Γραµµικοί Κώδικες (Κώδικες Hamming)
Παράδειγµα (συνέχεια): Από τον πίνακα H µπορούµε, ακολουθώντας µε 
αντίστροφη σειρά τα βήµατα της διαδικασίας σχηµατισµού του Η από το 
γεννήτορα πίνακα G σε µορφή ΠΚ∆Γ να σχηµατίσουµε τον G του κώδικα. 
Παρακάτω, εκτός από τον γεννήτορα πίνακα του κώδικα απεικονίζονται 
επίσης και οι κωδικές λέξεις που προκύπτουν από τον G µετά τον πολ/σµό
του µε κάθε ένα από τα 24 =16 µηνύµατα (λέξεις µήκους 4 bits)

0000
0001
0010
0011

0000000
0001011
0010111
0011100

0100
0101
0110
0111

0100110
0101101
0110001
0111010

1000
1001
1010
1011

1000101
1001110
1010010
1011001

1100
1101
1110
1111

1100011
1101000
1110100
1111111

s t s t s t s t
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Γραµµικοί Κώδικες (Κώδικες Hamming)
Αποκωδικοποίηση Hamming κωδίκων
Ο σχηµατισµός του Πίνακα Συνδρόµων και Οδηγών Συνοµάδων
ενός κώδικα Hamming είναι πολύ εύκολος. Αφού ο κώδικας 
διορθώνει κάθε απλό σφάλµα, όλα τα δυνατά πρότυπα σφάλµατος
βάρους 1 θα περιέχονται ως οδηγοί των συνοµάδων .
Επίσης (από την ιδιότητα 3 των συνδρόµων, ε.Η) προκύπτει ότι το 
αντίστοιχο σύνδροµο είναι η γραµµή του hi του H= [h1, h2,…hi…,hn]Τ
που πολλαπλασιάζεται µε το µοναδικό «1» του οδηγού (ή πρότυπου 
σφάλµατος) εi=[0,0,…,1, …,0]

h2r-1  10…. 0

……..………

hn-100…10

hn00…. 1

00…000…. 0
Σύνδροµο (λέξη µήκους r)Οδηγός Συνοµάδας
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Γραµµικοί Κώδικες (Κώδικες Hamming)
Αποκωδικοποίηση Hamming κωδίκων (συνέχεια)
Επαναδιατυπώνοντας την ιδιαιτερότητα του συνδρόµου ενός 
Hamming κώδικα που περιγράφηκε προηγουµένως έχοµε: Το  
σύνδροµο µίας ληφθείσας λέξης y  ταυτίζεται µε µία γραµµή hi του H η 
θέση της οποίας ταυτίζεται µε την θέση στο ε, άρα και στο y όπου
υπήρξε σφάλµα 
Με βάση την ανωτέρω διαπίστωση καθίσταται φανερό ότι για 
αποκωδικοποίηση Hamming κωδίκων δεν χρειάζεται πλέον ο Πίνακας 
Συνδρόµων και Οδηγών συνοµάδων και η όλη διαδικασία 
απλοποιείται στον παρακάτω αλγόριθµο
Αλγόριθµος Αποκωδικοποίησης Hamming Κωδίκων
Εάν x=µεταδοθείσα λέξη, y=ληφθείσα λέξη, (αµφότερες µήκους n) και 
H=πίνακας ισοτιµίας ενός Hamming κώδικα τότε για υπολογισµό της x 
έχοµε:

1. Υπολογισµός του συνδρόµου s= y⋅ H
2. Εάν s=0 ⇒ η y ταυτίζεται µε την µεταδοθείσα λέξη x
3. Εάν s≠0  τότε το s ταυτίζεται µε µία µοναδική γραµµή του H, έστω την 

hi.  Τότε απλώς προστίθεται  ένα 1 (mod2) στην i συντεταγµένη του y 
και το αποτέλεσµα µας δίνει την µεταδοθείσα λέξη x
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Γραµµικοί Κώδικες (Κώδικες Hamming)
Παράδειγµα: Εφαρµογή Αποκωδικοποίησης στον Hamming κώδικα (7,4,3)
Εάν έχει ληφθεί η λέξη y=0000001 τότε για την εύρεση της κωδικής (κατά 
Hamming (7,4,3)) λέξης x που εστάλη έχοµε:

Το σύνδροµο s που αντιστοιχεί στην λέξη y ⇒ s= (0000001) H = (001) . Όπως 
φαίνεται από τον Πίνακα H (αλλά και από τον παρακάτω πίνακα συνδρόµων-
οδηγών συνοµάδων) το s ταυτίζεται µε την 7η γραµµή του H. Άρα αρκεί να 
αλλάξουµε το 7ο  bit της y από 0 σε 1 (ισοδύναµα να προσθέσοµε 1 ⇒ 0+1=1) 
και συνεπώς x=0000000

(100)= h50000100

(111)= h30010000
(011)= h20100000
(101)= h11000000

(110)= h40001000

(010)= h60000010
(001)= h70000001
0000000000
Σύνδροµο (λέξη µήκους 3)Οδηγός Συνοµάδας
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ΚΥΚΛΙΚΟΙ ΚΩ∆ΙΚΕΣ
(Cyclic Codes)
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Κυκλικοί Κώδικες

Εισαγωγή: 
Για να έχουµε απόδοση κοντά στο όριο Shannon οδηγούµαστε 
αναπόφευκτα στη χρήση γραµµικών κωδίκων µεγάλων διαστάσεων 
(k>>20)

Τέτοιοι κώδικες είναι πολύ δύσκολο να υλοποιηθούν σε υλικό
Για πρακτικούς λοιπόν λόγους κάνουµε σχεδόν αποκλειστική χρήση 
ενός µικρού υποσυνόλου των γραµµικών κωδίκων, των καλά 
δοµηµένων κυκλικών κωδίκων

Εύκολος και κοµψός αλγεβρικός χειρισµός κυκλικών κωδίκων µέσω 
πράξεων πολυωνύµων
Σχετικά εύκολη υλοποίηση µέσω άµεσης αντιστοίχισης πολυωνυµικών
πράξεων µε δοµές καταχωρητών ολίσθησης για 
κωδικοποίηση/αποκωδικοποίηση

Υπάρχουν µεν αρκετοί κυκλικοί κώδικες αλλά συγκρινόµενοι µε τους
γραµµικούς είναι πραγµατικά ελάχιστοι

Για παράδειγµα αν και υπάρχουν περίπου 11 811 γραµµικοί (7,3) δυαδικοί 
κώδικες µόνον δύο από αυτούς είναι κυκλικοί



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κυκλικοί Κώδικες
Έστω c µια κωδική λέξη ενός γραµµικού κώδικα C όπου c=(c0,c1,…,cn-1)

Αριστερή Κυκλική Μετατόπιση (Left Cyclic Shift) µιας κωδικής λέξης c είναι αυτή
κατά την οποία κάθε ψηφίο της κωδικής λέξης µετατίθεται προς τα αριστερά

Π.χ µετακίνηση της c κατά µια θέση, κL(c)=c΄=(c1,c2,…,cn-1, c0)
∆εξιά Κυκλική Μετατόπιση (Right Cyclic Shift) µιας κωδικής λέξης c είναι αυτή
κατά την οποία κάθε ψηφίο της κωδικής λέξης µετατίθεται προς τα δεξιά

Π.χ µετακίνηση της c΄ κατά 4 θέσεις κR
4(c΄)= c΄΄=(cn-3,cn-2,cn-1,c0, c1,…, …,cn-5, cn-4)

Ορισµός: Ένας (n,k) γραµµικός κώδικας C καλείται κυκλικός αν η κυκλική 
µετατόπιση κάθε κωδικής λέξης είναι και αυτή κωδική λέξη.
Παρατηρήσεις

Προσοχή!! Αυτό που λέει ο ορισµός είναι ότι η κυκλική µετατόπιση παράγει λέξη 
η οποία και αυτή ∈ C. ∆ΕΝ λέει ότι όλος ο κώδικας µπορεί να παραχθεί από
κυκλικές µετατοπίσεις µιας κωδικής λέξης.

Π.χ. Το µηδενικό στοιχείο ενός κώδικα δεν είναι αποτέλεσµα κυκλικής µετατόπισης
Ο συνδυασµός της γραµµικότητας και της κυκλικότητας µπορεί να παράξει όλο
τον κώδικα.
Αναφορικά µε τη συνάρτηση κυκλικής µετατόπισης κ(.), ισχύει κ(x + y) = κ(x) + 
κ(y) και κ(αx) = ακ(x), όπου x, y λέξεις και α∈ K = {0,1}. Εποµένως για να 
δείξουµε ότι ένας κώδικας είναι κυκλικός αρκεί να δείξουµε ότι κ(x)∈C, ∀x ∈ Βάση
του C



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κυκλικοί Κώδικες
Παραδείγµατα
Μερικοί τετριµµένοι κυκλικοί κώδικες σύµφωνα µε τον ως άνω 
ορισµό είναι:

Ο (n,1) κώδικας επανάληψης µε κωδικές λέξεις της µορφής (α,α,…, α), 
α∈ {0,1}
O (n, n-1) κώδικας απλής ισοτιµίας , δηλ. ∑ci=0 , ∀ x= (c0,c1,…,cn-1), x ∈
C

Να εξετασθεί εάν ο C = {000, 110, 101, 011} είναι κυκλικός κώδικας
Πρώτα ελέγχεται αν είναι γραµµικός κώδικας, δηλ. αν το άθροισµα
οποιονδήποτε δύο ή περισσότερων κωδικών λέξεων είναι επίσης κωδική
λέξη του C, που στην περίπτωσή µας ισχύει 
Κατόπιν εξετάζονται οι κυκλικές µετατοπίσεις όλων των κωδικών λέξεων 
ήτοι: κ(000) = 000, κ(110) = 011, κ(101) = 110, κ(011) = 101. Εφόσον 
όλες καταλήγουν σε κωδικές λέξεις, ο κώδικας είναι κυκλικός.

Να εξετασθεί εάν ο γραµµικός κώδικας (5,2) µε C = {c0=00000, 
c1=01101, c2=10111,c3=11010} είναι κυκλικός

κL(c1)= κL(01101)=11010=c3
κL(c3)= κL(11010)=10101∉C
Άρα ο γραµµικός κώδικας δεν είναι κυκλικός
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Κυκλικοί Κώδικες
Παραδείγµατα (συνέχεια)
Κατασκευή γραµµικού κώδικα Hamming (7,4) από την κωδική λέξη 
0001011
1. Μηδενικό στοιχείο 0000000
2. Κωδική λέξη 0001011
3. 1η Αριστερή µετατόπιση 0010110
4. 2η Αριστερή µετατόπιση 0101100
5. 3η Αριστερή µετατόπιση 1011000
6. 4η Αριστερή µετατόπιση 0110001
7. 5η Αριστερή µετατόπιση 1100010
8. 6η Αριστερή µετατόπιση 1000101
9. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,3) 0011101
10. 1η Αριστερή µετατόπιση κωδικής λέξης 0011101 (βήµα 9) 0111010
11. 2η Αριστερή µετατόπιση 1110100
12. 3η Αριστερή µετατόπιση 1101001
13. 4η Αριστερή µετατόπιση 1010011
14. 5η Αριστερή µετατόπιση 0100111
15. 6η Αριστερή µετατόπιση 1001110
16. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,11) 1111111

Β
Α
ΣΗ
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Κυκλικοί Κώδικες - Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο
Για κατάλληλο αλγεβρικό χειρισµό κυκλικών κωδίκων (λ.χ. των 
κυκλικών µετατοπίσεων) υιοθετείται η πολυωνυµική µορφή των 
κωδικών λέξεων:
Ειδικότερα, µία λέξη a µήκους n, αποτελούµενη από τα bits a0 a1… an-
1, παριστάνεται ως ένα πολυώνυµο βαθµού (n – 1) µε συντελεστές 
στο σύνολο Κ = {0, 1}: a0 + a1x + a2 x2 +… + an-1 xn-1. Το σύνολο όλων 
των πολυωνύµων µε συντελεστές στο Κ συµβολίζεται µε Κ[x].
Οι πράξεις του πολλαπλασιασµού και της πρόσθεσης µεταξύ 
πολυωνύµων του Κ[x] συντελούνται όπως και µε συντελεστές στο 
σύνολο των ακεραίων ή πραγµατικών αριθµών,

Η διαφορά έγκειται στο ότι το άθροισµα δύο συντελεστών ίσων µε 1 δίνει 
0, δηλαδή 1 + 1 = 0 και εποµένως xn + xn = (1 + 1) xn = 0.

Για την διαίρεση πολυωνύµων ισχύει: 
Αν f(x), g(x) ∈ Κ[x], µε g(x) ≠0, τότε υπάρχουν τα µοναδικά πολυώνυµα
q(x), r(x) ∈ Κ[x], τέτοια ώστε f(x) = q(x)⋅g(x) + r(x), όπου r(x) είναι το 
υπόλοιπο και είτε r(x)=0 είτε ο βαθµός του  είναι µικρότερος του βαθµού
του g(x) (deg r(x)< deg g(x)) και q(x) είναι το πηλίκο της διαίρεσης.
Η διαίρεση πολυωνύµων στο Κ[x] γίνεται ως συνήθως, εκτός από την 
ανωτέρω διαφορά στην πρόσθεση των συντελεστών.
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Κυκλικοί Κώδικες - Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Παράδειγµα: Η παράσταση του κώδικα C = {000000, 100100, 
010010, 001001, 110110, 101101, 011011, 111111}. µε 
πολυώνυµα, περιέχεται στον ακόλουθο πίνακα:



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κυκλικοί Κώδικες - Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Παράδειγµα διαίρεσης πολυωνύµων
Η διαδικασία διαίρεσης των πολυωνύµων (1 + x + x2 + x5)/(1 + x2) έχει 
ως εξής:

x3 + x + 1 (=πηλίκο)
-----------------------------

x2 + 1 x5 + x2 + x + 1
x5 + x3

-----------------------------
x3 + x2 + x + 1
x3 + x
---------------------

x2 + 1
x2 + 1
--------

0
Συνεπώς το πολυώνυµο 1 + x2 διαιρεί ακριβώς το πολυώνυµο 1 + x + 
x2 + x5 (δηλ. υπόλοιπο=0) και το αποτέλεσµα (πηλίκο) είναι 1 + x + x3.
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Κυκλικοί Κώδικες - Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Modulo αριθµητική στα πολυώνυµα
Αν f(x) , g(x) = πολυώνυµα, τότε το f(x) mod g(x)= µε το υπόλοιπο της 
διαίρεσης του f(x) µε το g(x), δηλ εάν f(x) = q(x)⋅g(x) + r(x), τότε f(x) 
mod g(x) = r(x) ή f(x) ≡ r(x) (mod g(x)), δηλαδή το πολυώνυµο f(x) είναι 
ισότιµο (ή ισοδύναµο) µε το r(x) (mod g(x)). 
Ισοδύναµα το f(x) mod g(x) ισούται µε το µοναδικό  πολυώνυµο r(x) 
τέτοιο ώστε το f(x) - r(x) ( f(x)+ r(x) στην περίπτωσή µας µια και οι 
συντελεστές των πολυωνύµων=0 ή 1) να διαιρείται από το g(x) και deg 
r(x)< deg g(x)
∆ύο πολυώνυµα f(x), h(x), τα οποία διαιρούµενα µε το ίδιο πολυώνυµο
g(x) έχουν το ίδιο υπόλοιπο r(x), χαρακτηρίζονται ισοδύναµα mod g(x) 
και η σχέση ισοτιµίας ή ισοδυναµίας συµβολίζεται µε f(x)≡ h(x) (mod
g(x)). 
Παραδείγµατα:
x7 mod (x7 +1) =1 διότι x7 = 1(x7 +1) +1, 
x3 mod x2 = 0 διότι x3 = x ⋅ x2 + 0, 
x2 mod x3 = x2 διότι x2 = 0 ⋅ x3 + x2
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Κυκλικοί Κώδικες - Μαθηµατικό 
Υπόβαθρο

Ιδιότητες του modulo τελεστή
1. Εάν deg P(x)<deg M(x), τότε P(x) mod M(x)= P(x)

π.χ. x2 mod x3 = x2

2. Εάν το M(x) διαιρεί το P(x), τότε P(x) mod M(x)= 0
π.χ. x3 mod x2 = 0

3. (P(x) + Q(x)) mod M(x) = P(x) mod M(x) + Q(x) mod M(x) 
π.χ.  (x7 +1) mod x7 = x7 mod x7 + 1 mod x7 = 0+1=1

4. (P(x) ⋅ Q(x)) mod M(x) = (P(x) ⋅ (Q(x) mod M(x)) ) mod M(x) 
π.χ.  (x3 +x) mod (x2 +1) = (x(x2 +1)) mod (x2 +1)=(x⋅ ((x2 +1) mod (x2 +1)))
mod (x2 +1) =(x ⋅0) mod (x2 +1) = 0 mod (x2 +1) =0

5. Εάν το M(x) διαιρεί το N(x), τότε (P(x) mod Ν(x)) mod M(x) = P(x) mod
M(x)

π.χ. ((x2 +x+1) mod x2 ) mod x = (x2 +x+1) mod x =1
6. Η σχέση (modulo) ισοτιµίας µεταξύ δύο πολυωνύµων διατηρείται και 

µετά την πρόσθεση ή τον πολλαπλασιασµό µε ένα τρίτο πολυώνυµο, 
δηλαδή αν f(x)≡ h(x) (mod g(x)) τότε f(x) + p(x)≡ h(x) + p(x) (mod g(x)) 
και f(x)⋅p(x)≡ h(x)⋅p(x) (mod g(x)).
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Κυκλικοί Κώδικες (Ιδιότητες κυκλικής 
µετατόπισης)
Θεώρηµα: Έάν c= (c0 ,c1, … , cn-1) είναι µία κωδική λέξη ενός κυκλικού 
κώδικα C µε πολυωνυµική συνάρτηση c(x)= c0 + c1x + c2 x2 +… + cn-1 xn-1

τότε η κυκλική µετατόπιση (προς τα δεξιά) του c, κ(c), αναπαριστάται από το 
πολυώνυµο cR(x) που δίδεται από την συνάρτηση: cR(x) = x c(x) mod (xn+1)
Απόδειξη: Εφόσον c(x) = c0 + c1x +… + cn-1 xn-1 ⇒ x⋅c(x)= c0x + c1x2 +… + 
cn-2 xn-1 + cn-1 xn ενώ cR(x) = cn-1 + c0x +… + cn-2 xn-1

Τότε x⋅c(x) + cR(x) = cn-1 (xn +1). Εφόσον deg cR(x) < deg (xn +1) και x⋅c(x) +
cR(x) = πολλαπλάσιο του (xn +1) τότε cR(x) = x c(x) mod (xn +1) από τον 
ορισµό του modulo 
Από το ως άνω θεώρηµα µπορεί να διατυπωθεί το εξής: Ένας κυκλικός 
κώδικας είναι ένας γραµµικός κώδικας τέτοιος ώστε εάν c(x) είναι κωδική
λέξη, τότε και η x⋅c(x) mod(xn +1) είναι επίσης κωδική λέξη.

Εφαρµόζοντας επαναλαµβανόµενα κυκλικές µετατοπίσεις cR(x) όπως ορίζει το 
θεώρηµα, εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι xi c(x) mod (xn +1) είναι επίσης κωδική λέξη 
για όλα τα i≥0 (για i=n ⇒ cR(x) = c(x))
Στο εξής η P(x) mod (xn +1) θα συµβολίζεται και ως [P(x)]n

Παράδειγµα: Θεωρούµε την κωδική λέξη c = 1101000 µήκους n = 7. Τότε 
c(x) = 1 + x + x3 και x⋅c(x) = x + x2 + x4 αναπαριστά τη λέξη 0110100 =κ(c), 
x2 ⋅c(x) = x2 + x3 + x5 αναπαριστά τη λέξη 0011010=κ(0110100), x3 ⋅c(x) = x3

+ x4 + x6 αναπαριστά τη λέξη 0001101=κ(0011010), κοκ
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο Γεννήτορας)
Θεώρηµα: Αν C είναι ένας κυκλικός κώδικας και u∈C, τότε για κάθε πολυώνυµο
α(x), η λέξη c που αντιστοιχεί στο πολυώνυµο c(x) = a(x)u(x) mod(1 + xn) ανήκει 
στον κώδικα C.
Απόδειξη: Αν a(x) = (a0 + a1x + a2 x2 +… + an-1 xn-1), τότε c(x) = a(x) u(x) mod(1 
+ xn) = (a0 + a1x + a2 x2 +… + an-1 xn-1)u(x) mod(1 + xn) = (a0 u(x) + a1xu(x) + a2
x2 u(x) + … + an-1 xn-1 u(x)) mod(1 +  xn). Από ιδιότητα 3 του modulo ⇒ c(x)= a0[u(x)]n + a1 [xu(x)]n + … + an-1 [xn-1 u(x)]n . Εφόσον το c(x) είναι γραµµικός
συνδυασµός του u(x) και των (n – 1) κυκλικών µετατοπίσεών του που όλες τους 
∈C, τότε η αντίστοιχη λέξη c περιέχεται στον κώδικα C.
Πολυώνυµο-Γεννήτορας: Σε ένα κυκλικό κώδικα C υπάρχει µία µοναδική λέξη 
g, της οποίας το αντίστοιχο πολυώνυµο g(x) έχει το µικρότερο βαθµό σε 
σύγκριση µε τα αντίστοιχα πολυώνυµα όλων των άλλων µη µηδενικών λέξεων. 
Το πολυώνυµο ελάχιστου βαθµού που αντιστοιχεί σε αυτή τη µοναδική, µη 
µηδενική, λέξη του C καλείται πολυώνυµο – γεννήτορας. Ονοµάζεται
γεννήτορας γιατί για κάθε πολυώνυµο (λέξη) c(x) ∈ C, υπάρχει πολυώνυµο a(x), 
τέτοιο ώστε c(x) = a(x)g(x) mod (1 + xn). Το πολυώνυµο γεννήτορας διαιρεί όλες 
τις κωδικές λέξεις c(x) ∈ C
Παράδειγµα: Για  τον κυκλ. κώδικα C = {000, 110, 101, 011} η λέξη ≠ 0 που 
αντιστοιχεί στον µικρότερο πολυωνυµικό βαθµό είναι η 110 µε  αναπαράσταση 
1+x = ο γεννήτορας πολυώνυµο g(x). Πράγµατι, όλες οι κωδικές λέξεις µπορούν 
να προκύψουν ως πολ/σια του g(x) καθώς: (000) = 0g(x), 101→1+ x2 = 
(1+x)(1+x)=g(x)(1+x), 011→x+ x2 = x (x+1)=xg(x)
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο Γεννήτορας)
Παράδειγµα
Κατασκευή γραµµικού κώδικα Hamming (7,4) από την κωδική λέξη 
0001011
1. Μηδενικό στοιχείο 0000000
2. Κωδική λέξη 0001011
3. 1η Αριστερή µετατόπιση 0010110
4. 2η Αριστερή µετατόπιση 0101100
5. 3η Αριστερή µετατόπιση 1011000
6. 4η Αριστερή µετατόπιση 0110001
7. 5η Αριστερή µετατόπιση 1100010
8. 6η Αριστερή µετατόπιση 1000101
9. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,3) 0011101
10. 1η Αριστερή µετατόπιση κωδικής λέξης 0011101 (βήµα 9) 0111010
11. 2η Αριστερή µετατόπιση 1110100
12. 3η Αριστερή µετατόπιση 1101001
13. 4η Αριστερή µετατόπιση 1010011
14. 5η Αριστερή µετατόπιση 0100111
15. 6η Αριστερή µετατόπιση 1001110
16. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,11) 1111111

Πολυώνυµο γεννήτορας
1+x2+x3
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο-Γεννήτορας)
Ιδιότητες Πολυωνύµου Γεννήτορα
Αν C είναι ένας κυκλικός κώδικας µήκους n, g(x) = πολυώνυµο –
γεννήτορας και n – k ο βαθµός του, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Ο κώδικας C είναι διάστασης k, 
Η απόδειξη είναι προφανής, καθώς δεδοµένου ότι το µήκος κωδικής
λέξης = n και deg g(x)= n-k ⇒∆ιάσταση C= n-(n-k)=k 

2. Εάν P(x) είναι ένα πολυώνυµο τέτοιο ώστε το [P(x)]n να αποτελεί 
κωδική λέξη τότε το πολυώνυµο-γεννήτορας g(x) διαιρεί το P(x)

Αντίστροφα, µία λέξη c ανήκει στον C, αν και µόνον αν το αντίστοιχο 
πολυώνυµο c(x) διαιρείται από το g(x) (είναι πολλαπλάσιο του γεννήτορα 
g(x) )
Απόδειξη: Έστω [P(x)]n ∈ C . Τότε ισχύει: P(x) = Q(x)g(x) +R(x), όπου 
degR<deg g. Εφαρµόζοντας mod (xn +1) και λαµβάνοντας υπ’ όψη ότι 
degR<deg g≤n-1 ⇒ { R(x) mod (xn +1) } = [P(x)]n - [Q(x)g(x)]n ⇒
R(x) = [P(x)]n - [Q(x)g(x)]n (1). 
∆εδοµένου ότι [P(x)]n ∈ C και [Q(x)g(x)]n ∈ C (όπως υποδεικνύει το 
προηγούµενο θεώρηµα) ⇒ R(x) ∈ C επίσης. Άρα δεδοµένου ότι 
degR<deg g και g εξ’ ορισµού µη µηδενική κωδική λέξη µε τον ελάχιστο 
βαθµό (deg) τότε R=η µηδενική λέξη  του C και συνεπώς από (1) ⇒ P(x) 
= Q(x)g(x) ⇒ το g(x) διαιρεί το P(x)
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο-Γεννήτορας)
Ιδιότητες Πολυωνύµου Γεννήτορα (συνέχεια)

3. To πολυώνυµο g(x) είναι το πολυώνυµο – γεννήτορας ενός κυκλικού 
κώδικα C µήκους n, αν και µόνον αν διαιρεί το µέτρο ισοτιµίας (xn + 1), 
δηλαδή αν (xn+ 1) =h(x)g(x)

Απόδειξη: Εφαρµόζοντας την Ιδιότητα 2 µε P(x)= xn +1, έχοµε 
[P(x)]n =0, όπου βέβαια 0=κωδική λέξη ⇒ από Ιδιότητα 2 ότι το g(x) είναι 
διαιρέτης του xn+ 1

4. Από τα προηγούµενα συνάγεται ότι: Εάν κάποιο πολυώνυµο g(x) είναι 
διαιρέτης του xn+ 1 τότε υπάρχει ένας (n,k) κυκλικός κώδικας που έχει 
το g(x) ως πολυώνυµο-γεννήτορα µε διάσταση k=n-deg g(x) και µε 
κωδικές λέξεις το σύνολο όλων των διανυσµάτων-λέξεων των οποίων η 
πολυωνυµική αναπαράσταση είναι διαιρετή από το g(x)

Με βάση την παραπάνω πρόταση και έχοντες στην διάθεσή µας τους 
παράγοντες του xn+ 1 για διάφορες τιµές του n, µπορεί κανείς µε 
κατάλληλη εξέταση αυτών (των παραγόντων) να επιλέξει εκείνο το g(x) 
που θα ικανοποιεί τις εκάστοτε προδιαγραφές όπως αριθµός µηνυµάτων 
(2k), n , d κλπ.

5. Οι λέξεις που αντιστοιχούν στα πολυώνυµα g(x), xg(x), x2g(x),…,xk-1g(x) 
αποτελούν µια βάση του C

1. ∆ηλαδή όλες οι κυκλικές µετατοπίσεις
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο Γεννήτορας)
Παράδειγµα (Ιδιότητα 5)
Κατασκευή γραµµικού κώδικα Hamming (7,4) από την κωδική λέξη 
0001011
1. Μηδενικό στοιχείο 0000000
2. Κωδική λέξη 0001011
3. 1η Αριστερή µετατόπιση 0010110
4. 2η Αριστερή µετατόπιση 0101100
5. 3η Αριστερή µετατόπιση 1011000
6. 4η Αριστερή µετατόπιση 0110001
7. 5η Αριστερή µετατόπιση 1100010
8. 6η Αριστερή µετατόπιση 1000101
9. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,3) 0011101
10. 1η Αριστερή µετατόπιση κωδικής λέξης 0011101 (βήµα 9) 0111010
11. 2η Αριστερή µετατόπιση 1110100
12. 3η Αριστερή µετατόπιση 1101001
13. 4η Αριστερή µετατόπιση 1010011
14. 5η Αριστερή µετατόπιση 0100111
15. 6η Αριστερή µετατόπιση 1001110
16. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,11) 1111111

Πολυώνυµο γεννήτορας
1+x2+x3

Ά
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο-Γεννήτορας)
Παράδειγµα: Το πολυώνυµο x7 + 1  παραγοντοποιείται ως εξής: x7 + 1 = 
(x+1) (x3 + x+1) (x3 + x2 +1) . Κάθε ένας από τους παράγοντες αυτούς ή 
και συνδυασµός τους µπορεί εν δυνάµει να αποτελέσει και το 
πολυώνυµο-γεννήτορα για έναν αντίστοιχο κυκλικό κώδικα µήκους n=7
(όσο δηλ. και ο βαθµός του x7 + 1) Ενδεικτικά:
Το g(x)= (x3 + x+1) ορίζει έναν κυκλικό κώδικα µε n=7, k=n-deg g(x)= 7-3=4, 
και αριθµό parity bits =deg g(x)=3, πρόκειται δε για τον Hamming (7,4,3) 
κυκλικό κώδικα 
Το g(x)=(x +1) ορίζει τον parity-check (7,6,1) κώδικα
Το g(x)=(x3 + x+1)(x3 + x2 +1) ορίζει τον επαναληπτικό (7,1,6) κώδικα
Το g(x)=(x+1)(x3 + x +1)= x4 + x3 + x2 +1 ορίζει έναν maximum-length-
sequence (7,3,4) κώδικα ο οποίος είναι δυικός του κώδικα που ορίζεται από 
g(x)= (x3+x2+1). Οι 23 = 8 διαφορετικές λέξεις του κώδικα αυτού µπορούν 
άµεσα να παραχθούν άµεσα από το g(x) ως εξής:

C0 = 0 → (0000000)
C1 = 1⋅ g(x) = x4 + x3 + x2 +1 → (1011100)
C2 = x⋅ g(x) = x5 + x4 + x3 +x →  (0101110) 
C3 = x2 ⋅ g(x) = x6 + x5 + x4 + x2 → (0010111)
C4 = (1+x) ⋅ g(x) = (1+x) ⋅ (x4 + x3 + x2 +1)= x5 + x2 +1 +x → (1110010)
C5 = (1+ x2) ⋅ g(x) = (1+ x2) ⋅ (x4 + x3 + x2 +1) = x6+ x5+x3+1→ (1001011) 
C6 = (x+ x2) ⋅ g(x) = x6 + x3 + x2 + x → (0111001) 
C7 = (1+x+ x2) ⋅ g(x)= x6 + x4 +x + 1 → (1100101)
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και 
Ισοτιµίας) 

Εξ ίσου σηµαντικό µε το πολυώνυµο γεννήτορα και στενά σχετιζόµενο µε αυτό 
αποτελεί και το πολυώνυµο – ελέγχου - ισοτιµίας, h(x) που ορίζεται ως:

Ισχύει και εδώ παρόµοια ότι εάν c∈C ⇒ [c(x)⋅h(x)]n =0. 
Πράγµατι [c(x)⋅h(x)]n = (c(x)⋅h(x)) mod (xn+1) = (c(x)⋅h(x)) mod (g(x)⋅h(x)) = 0 γιατί το 
g(x) ως πολυώνυµο γεννήτορας διαιρεί το c ∈ C. Αυτός είναι και ο λόγος που το h(x) 
επελέγη ως άνω

Πίνακες Γεννήτορες & Ελέγχου Ισοτιµίας- Μη Συστηµατική Κωδικοποίηση
Πρόταση 1: Εάν C = (n,k) κυκλικός κώδικας µε πολυώνυµο γεννήτορα g(x) = g0
+ g1x +… + gr xr (µε r=n-k) και πολυώνυµο ελέγχου ισοτιµίας 
h(x)=h0+h1x+…+hkxk τότε οι αντίστοιχοι G , H πίνακές τους έχουν ως εξής:

1. Ο πιο απλός γεννήτορας πίνακας G1 είναι εκείνος που έχει ως γραµµές τις 
λέξεις που αντιστοιχούν στο πολυώνυµο - γεννήτορα του κώδικα και τις πρώτες 
k – 1 κυκλικές µετατοπίσεις του, δηλ: 
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και 
Ισοτιµίας)

Πρόταση 1 (συνέχεια)
2. Παρόµοια µε τον γεννήτορα πίνακα ο πιο απλός πίνακας ελέγχου ισοτιµίας H1

είναι εκείνος που ο ανάστροφός του έχει ως γραµµές τις λέξεις που αντιστοιχούν 
στο αντίστροφο πολυώνυµο ελέγχου ισοτιµίας ĥ(x) του h(x)

(όπου ĥ(x) = hk+hk-1x+…+h0xk = και στις  πρώτες r – 1 κυκλικές µετατοπίσεις του, δηλ:

3. Επιπλέον εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι η κωδικοποίηση C=I⋅G1 ενός µηνύµατος 
I= (I0 ,I1, … , Ik-1) είναι ισοδύναµη µε c(x) =I(x) g(x), όπου c(x) = c0 + c1x +… + 
cn-1 xn-1 και Ι(x) = Ι0 + Ι1x +… + Ικ-1 xκ-1

Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι η ως άνω κωδικοποίηση δεν είναι συστηµατική, 
καθώς, όπως µπορεί να φανεί και από το σχετικό παράδειγµα, στη κωδική λέξη C(x)
που προκύπτει κατ’αυτόν τον τρόπο δεν περιέχονται αναλοίωτα τα bits του µηνύµατος 
I(x)

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

−

−

−

01

01

01

1

......0......0
.
.
.

0...0......0
0......0......

)(1

)(

)(

.......

........

......

hhh

hhh
hhh

xhrx

xhx

xh

H

kk

kk

kk

T



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες 
και Ισοτιµίας)

Αποδείξεις:
∆εδοµένου ότι η i γραµµή του G1 έχει εξ’ορισµού πολυωνυµική αναπαράσταση 
xi g(x), i=0,1…,k-1 κάθε µία από αυτές αποτελεί και µία κωδική λέξη του C αφού 
είναι  πολ/σιο του g(x). Επιπλέον λόγω της ειδικής δοµής του G1 και από το 
γεγονός ότι κάθε γραµµή είναι διαφορετικής τάξης ⇒ εύκολα αποδεικνύεται ότι 
είναι και γραµµικά ανεξάρτητες και εφόσον η διάσταση του C είναι k ⇒
αποτελούν βάση του C
Για να αποδειχθεί ότι ο H1 είναι πίνακας ελέγχου ισοτιµίας του C αρκεί να 
σηµειωθεί ότι το εσωτερικό γινόµενο της i γραµµής του G1 και της j στήλης του 
H1 (j γραµµής του H1

T) είναι ο συντελεστής του xk-i+j στο γινόµενο g(x)h(x). Αλλά 
το g(x)h(x)= xn -1 και εφόσον ο δείκτης k-i+j κυµαίνεται από 1 (όταν i=k-1 και j=0) 
έως n-1 (όταν i=0 και j=r-1) ⇒ κάθε ένα από τα εσωτερικά γινόµενα =0 ⇒
G⋅H=0. Εφόσον επιπλέον η διάσταση του C⊥ είναι r και οι r στήλες του είναι 
γραµ. ανεξάρτητες (εύκολα µπορεί αυτό να δειχθεί καθώς έχουν παρόµοια δοµή 
µε γραµµές του G1) ⇒ αποτελούν µία βάση του C⊥ και άρα όντως ο H1 = 
πίνακας ισοτιµίας
Το διάνυσµα nx1 που προκύπτει από τη σχέση κωδικοποίησης C=I⋅G1 , όπου 
Ι= (Ι0,Ι1,… ,Ικ-1), θα  έχει ως εξής: [Ι0 , Ι1,… ,Ικ-1]⋅[g(x),xg(x), …, xk-1 g(x)] T = Ι0
g(x)+ Ι1 x g(x)+…+ Ικ-1 xk-1 g(x) = I(x)g(x)
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και 
Ισοτιµίας)

Παράδειγµα:
Έστω ο κώδικας C = {0000, 1010, 0101, 1111}. Ζητείται o γεννήτορας πίνακας 
G1 του C .
Κατά πρώτον προσδιορίζεται το πολυώνυµο γεννήτορας =τo πολυώνυµο
ελάχιστου βαθµού που αντιστοιχεί σε µη µηδενική λέξη του C ⇒ το g(x) = 1 + x2

→ (1010). Αφού k = n–deg(g(x)) = 4 – 2 = 2 
Ο γεννήτορας πίνακας G1 του C έχει ως γραµµές τις λέξεις που αντιστοιχούν 
στα πολυώνυµα g(x) και x⋅g(x), δηλαδή

Για την κωδικοποίηση των ψηφίων πληροφορίας 01 και 10 εφαρµόζοµε την 
αντίστοιχη σχέση c(x) =I(x) g(x). Οι πολυωνυµικές αναπαραστάσεις των ψηφίων 
πληροφορίας 01 και 10 αντιστοιχούν στα πολυώνυµα 1 και x και το γινόµενό
τους µε το πολυώνυµο – γεννήτορα g(x) = 1 + x2 = 1 + x2→ 1010 και x + x3 → 
0101.
Επιπλέον h(x)= (1 + x4)/(1 + x2)= 1 + x2 . To αντίστροφο πολυώνυµο του h(x)
ταυτίζεται µε το h(x) και είναι ίσο µε 1 + x2 = g(x)⇒είναι προφανές ότι και ο 
πίνακας ισοτιµίας Η1 ταυτίζεται µε τον G1
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο Γεννήτορας)
Παράδειγµα (Κατασκευή γεννήτορα πίνακα, πίνακα ισοτιµίας, 
κωδικοποίηση)
Κατασκευή γραµµικού κώδικα Hamming (7,4) από την κωδική λέξη 
0001011
1. Μηδενικό στοιχείο 0000000
2. Κωδική λέξη 0001011
3. 1η Αριστερή µετατόπιση 0010110
4. 2η Αριστερή µετατόπιση 0101100
5. 3η Αριστερή µετατόπιση 1011000
6. 4η Αριστερή µετατόπιση 0110001
7. 5η Αριστερή µετατόπιση 1100010
8. 6η Αριστερή µετατόπιση 1000101
9. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,3) 0011101
10. 1η Αριστερή µετατόπιση κωδικής λέξης 0011101 (βήµα 9) 0111010
11. 2η Αριστερή µετατόπιση 1110100
12. 3η Αριστερή µετατόπιση 1101001
13. 4η Αριστερή µετατόπιση 1010011
14. 5η Αριστερή µετατόπιση 0100111
15. 6η Αριστερή µετατόπιση 1001110
16. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,11) 1111111

Πολυώνυµο γεννήτορας
1+x2+x3

Ά
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο Γεννήτορας)

Παράδειγµα (Κατασκευή γεννήτορα πίνακα, πίνακα ισοτιµίας, 
κωδικοποίηση)
Το πολυώνυµο γεννήτορας g(x) = 1+x2+x3 → (1011000) που αντιστοιχεί σε 
µη µηδενική λέξη του C ∈ k = n–deg(g(x)) = 7 – 3 = 4
Άρα o G1 δίνεται από τον παρακάτω γεννήτορα πίνακα

Επιπλέον h(x)= (1 + x7)/(1+x2+x3)= 1 + x2 + x3 + x4 10111. To αντίστροφο 
πολυώνυµο του h(x) είναι ίσο µε x4 + x2 + x + 1 ⇒είναι προφανές ότι και ο 
πίνακας ισοτιµίας Η1 είναι
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Κυκλικοί Κώδικες (Πολυώνυµο Γεννήτορας)

Παράδειγµα (Κατασκευή γεννήτορα πίνακα, πίνακα ισοτιµίας, 
κωδικοποίηση)
Για την κωδικοποίηση των ψηφίων πληροφορίας 0011 και 1101 
εφαρµόζοµε την αντίστοιχη σχέση c(x) =I(x) g(x).
Οι πολυωνυµικές αναπαραστάσεις των ψηφίων πληροφορίας 0011 και 
1101 αντιστοιχούν στα πολυώνυµα x2+x3 και 1+x+x3

Tο γινόµενό τους µε το πολυώνυµο – γεννήτορα g(x) = 1 + x2 + x3 είναι
(0011)· g(x) = x2 + x3+ x4 + x6 → 0011101 
(1101)· g(x) = 1+x+x2+x3+x4+x5+x6 → 1111111.

Παρατηρείστε ότι δεν µπορούµε να βρούµε εύκολα τα bits του µηνύµατος 
(1101) από την κωδική λέξη 1111111.

Αυτό συµβαίνει γιατί ο γεννήτορας πίνακας µε τον οποίο κωδικοποιούµε 
δηµιουργεί µη-συστηµατικό κώδικα



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και 
Ισοτιµίας)

Πίνακες Γεννήτορες & Ελέγχου Ισοτιµίας- Συστηµατική 
Κωδικοποίηση
Πρόταση 2: Έστω ότι C ένας (n,k) κυκλικός κώδικας µε g(x) = 
πολυώνυµο γεννήτορα. Τότε εάν G2,i= το διάνυσµα µήκους n 
µε  G2,i(x) = xr+i + xr+i mod g(x) , (r=n-k) τότε ένας γεννήτορας 
πίνακας G2 του C δηµιουργείται από τον kxn πίνακα µε 
γραµµές G2,i , i=0,1,…,κ-1:
Παροµοίως εάν H2,j = διάνυσµα µήκους r µε: H2, j (x)= xj mod 
g(x) ⇒ πίνακας ισοτιµίας Η2 δηµιουργείται από τον nxr πίνακα 
µε γραµµές H2,j , j=0,1,…,n-1
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και 
Ισοτιµίας)

Πίνακες Γεννήτορες & Ελέγχου Ισοτιµίας- Συστηµατική 
Κωδικοποίηση
Πρόταση 2 (συνέχεια): Επιπλέον εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι η 
κωδικοποίηση C=I⋅G2 ενός µηνύµατος I= (I0 ,I1, … , Ik-1)
αντιστοιχεί στην παρακάτω πολυωνυµική αναπαράσταση του C :

Από την σχέση αυτή είναι προφανές ότι ο κώδικας C που 
προκύπτει είναι συστηµατικός καθώς ο παράγων xr I(x)
απεικονίζει αναλλοίωτα τα k bits πληροφορίας στις k πλέον 
υψηλόβαθµες θέσεις του C(x) µε τις υπόλοιπες n-k να 
καταλαµβάνονται από τα bits ισοτιµίας που προκύπτουν από τον 
[xr I(x) mod g(x)] παράγοντα

)](mod)([)()( xgxIxxIxxC rr +=
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και Ισοτιµίας)
Αποδείξεις:
1. Κάθε γραµµή i του G2 είναι πολ/σιο του g(x) και εποµένως κωδική λέξη του

C,διότι : [xr+i + xr+i mod g(x)] modg(x)= xr+i mod g(x) + xr+i mod g(x) =0 (όπου
έγινε χρήση των ιδοτήτων 3 και 5 του modulo τελεστή. Εύκολα επίσης µπορεί
να αποδειχθεί ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Άρα εφόσον το G2 έχει k 
γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές, (πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι οι τελευταίες k 
στήλες του G2 σχηµατίζουν έναν kxk πίνακα ταυτότητας) όσες και η διάσταση
του C και είναι επιπλέον κωδικές λέξεις ⇒ όντως G2 = Γεννήτορας Πίνακας του
C

2. Για να αποδειχθεί ότι ο Η2 είναι πίνακας ελέγχου ισοτιμίας του C (πρέπει εδώ να
σηµειωθεί ότι οι πρώτες r γραµµές του H2 σχηµατίζουν έναν rxr πίνακα
ταυτότητας) αρκεί να δειχθεί ότι εάν R∈C ⇒ R⋅H=0. Έστω R= (R0,R1,… ,Rn-1) 
τότε το R⋅H είναι ένα 1xr διάνυσμα (γραμμής) και ισούται με [R0,R1,… ,Rn-1 ] ⋅ [1
mod g(x) , x mod g(x) , …, xr-1 mod g(x) ] T = R0 mod g(x) + R1 x mod g(x) +…+ 
Rr-1 xr-1 mod g(x) = (R0 + R1 x +…+ Rr-1 xr-1) mod g(x)= R(x) mod g(x) =0 εφόσον
έχει υποτεθεί ότι R∈C και εποµένως R(x)=πολ/σιο του g(x)

3. Το διάνυσμα nx1 που προκύπτει από τη σχέση κωδικοποίησης C=I⋅G2 , όπου Ι= 
(Ι0,Ι1,… ,Ικ-1), θα έχει ως εξής: [Ι0 , Ι1,… ,Ικ-1]⋅[xr + xr mod g(x), xr+1 + xr+1 mod 
g(x),…, xr+k+1 + xr+k+1 mod g(x)] T = Ι0 (xr + xr mod g(x))+ Ι1 (xr+1 + xr+1 mod 
g(x))+…+ Ικ-1 (xr+k+1 + xr+k+1 mod g(x))= xr I(x)+ [xr I(x)] modg(x)
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και Ισοτιµίας)
Παράδειγµα (Συστηµατική Κωδικοποίηση)
Κατασκευή γραµµικού κώδικα Hamming (7,4) από την κωδική λέξη 
0001011
1. Μηδενικό στοιχείο 0000000
2. Κωδική λέξη 0001011
3. 1η Αριστερή µετατόπιση 0010110
4. 2η Αριστερή µετατόπιση 0101100
5. 3η Αριστερή µετατόπιση 1011000
6. 4η Αριστερή µετατόπιση 0110001
7. 5η Αριστερή µετατόπιση 1100010
8. 6η Αριστερή µετατόπιση 1000101
9. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,3) 0011101
10. 1η Αριστερή µετατόπιση κωδικής λέξης 0011101 (βήµα 9) 0111010
11. 2η Αριστερή µετατόπιση 1110100
12. 3η Αριστερή µετατόπιση 1101001
13. 4η Αριστερή µετατόπιση 1010011
14. 5η Αριστερή µετατόπιση 0100111
15. 6η Αριστερή µετατόπιση 1001110
16. Άθροισµα κωδικών λέξεων 0001011+0010110 (βήµα 2,11) 1111111

Πολυώνυµο γεννήτορας
1+x2+x3

Ά
λλη

Β
άση
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και Ισοτιµίας)
Παράδειγµα (Συστηµατική Κωδικοποίηση)
Το πολυώνυµο γεννήτορας g(x) = 1+x2+x3 → (1011000) που αντιστοιχεί σε 
µη µηδενική λέξη του C ⇒ k = n–deg(g(x)) = 7 – 3 = 4
Άρα o G2 δίνεται από τον παρακάτω γεννήτορα πίνακα

Kαι ο πίνακας ισοτιµίας Η2 είναι
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και Ισοτιµίας)

Παράδειγµα (Κατασκευή γεννήτορα πίνακα, πίνακα ισοτιµίας, 
κωδικοποίηση)
Για την κωδικοποίηση των ψηφίων πληροφορίας 0011 και 1101 
εφαρµόζοµε την αντίστοιχη σχέση c(x) =xrI(x) + [xrI(x)] mod g(x).
Οι πολυωνυµικές αναπαραστάσεις των ψηφίων πληροφορίας 0011 
και 1101 αντιστοιχούν στα πολυώνυµα x2+x3 και 1+x+x3

Tο γινόµενό τους µε το xr I(x) είναι
0011 (x2+x3)· x3 = x5 + x6

1101 (1+x+x3)· x3 = x3+x4+x6.
Ενώ το [xrI(x)] mod g(x) είναι

0011 (x2+x3) mod (1 + x2 + x3 ) =1
1101 (x3+x4+x6) mod (1 + x2 + x3 ) = x2

Άρα έχουµε
C(0011) =1 + x5 + x6 = 1000011
C(1101) = x2 + x3 + x4+ x6=0011101
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και Ισοτιµίας)
Παράδειγµα: Έστω ο (7,3,4) κυκλικός κώδικας µε g(x)= x4+x3+x2+1. To 
h(x)= (x7+1)/(x4+x3+x2+1)=x3+x2+1. Οι (µη συστηµατικοί) πίνακες 
γεννήτορες G1και ισοτιµίας Η1 σύµφωνα µε την πρόταση 1 έχουν ως 
εξής:

όπου στον Η1 το αντίστροφο (reciprocal) πολυώνυµο του h(x) = x3+x+1. 
Σύµφωνα την πρόταση 2 οι συστηµατικοί πίνακες G2 και Η2 έχουν ως 
εξής:
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Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και Ισοτιµίας)
Παράδειγµα (Συνέχεια):Ο (συστηµατικός) πίνακας ισοτιµίας H2 έχει ως εξής:

Όσον αφορά την κωδικοποίηση µηνυµάτων, έστω ότι επιθυµούµε να 
κωδικοποιήσουµε το µήνυµα I= [101] → 1+x2. Τότε:

Χρησιµοποιώντας τον γεννήτορα πίνακα G1 και βάσει της σχέσης c(x) 
=I(x) g(x) παίρνοµε c(x)= (1+x2) (1+x2+x3+x4)= 1+x3+x5+x6→ [1001011]. 
Χρησιµοποιώντας δε τον γεννήτορα πίνακα G2 και βάσει της σχέσης
c(x)= xr I(x)+ [xr I(x)] mod g(x) και για r=4 παίρνοµε: c(x)= x4 (1+x2) + [x4
⋅(1+x2)] mod (1+x2+x3+x4) = x4 + x6 + (x4 + x6) mod (1+x2+ x3+x4) = x4 + x6 

+x +1→ [1100101]. 
Όπως παρατηρείται η κωδική λέξη [1100101] που προκύπτει από τον
G2 περιέχει το αρχικό μήνυμα [101] αναλλοίωτο στα 3 τελευταία ψηφία
της και συνεπώς έχομε όντως συστηματική κωδικοποίηση σε αντίθεση
με την προηγούμενη περίπτωση όπου κάτι τέτοιο δεν ισχύει

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

1011000
1110100
1100010
0110001

mod,mod,mod,,,,1 65432
2 gxgxgxxxxHT



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κυκλικοί Κώδικες (Πίνακες Γεννήτορες και Ισοτιµίας)
Εναλλακτικός τρόπος Συστηµατικής Κωδικοποίησης µε χρήση του h(x)

Τρόπος (συστηµατικής κωδικοποίησης) µπορεί να προκύψει και µε χρήση της 
σχέσης που διέπει το πολυώνυµο γεννήτορα h(x) του C µε τις κωδικές του λέξεις 
δηλ.c∈C⇒[c(x)⋅h(x)]n=0 ([P(x)]n=P(x) mod(xn +1))
Θεώρηµα: Εκκινώντας από την παραπάνω σχέση c(x)⋅h(x) mod(xn +1) =0 µε c(x)
= c0 + c1x +… + cn-1 xn-1 ∈ C, h(x)=h0+h1x+…+hkxk και αναλύοντάς την στους
παράγοντές της, µπορεί να αποδειχθεί ότι θα πρέπει να ισχύει µεταξύ των ci’s και 
hi’s η παρακάτω σχέση:

Εάν µάλιστα ισχύει h0=1 τότε η παραπάνω σχέση απλοποιείται στην:

Η σχέση αυτή ουσιαστικά σηµαίνει ότι εάν τα πρώτα k bits µίας κωδικής λέξης c0
, c1,…,ck-1 είναι γνωστά τότε τα υπόλοιπα n-k bits ck , ck+1,…,cn-1 µπορούν να 
υπολογιστούν ως γραµ. συνδυασµός των k πρώτων bits. Χρησιµοποιώντας ως 
τα πρώτα k bits αυτά του αρχικού µηνύµατος είναι φανερό ότι η µέθοδος αυτή 
οδηγεί σε συστηµατική κωδικοποίηση

Παράδειγµα: Έστω ο maximum-length-sequence (7,3,4) κώδικας µε g(x)=(x+1)(x3 

+ x +1)⇒ h(x) =(x7 +1)/g(x) = 1 + x + x2 Άρα από την προηγούµενη σχέση⇒ ci = ci-
2 + ci-3 , i= 3, …,6
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Κυκλικοί Κώδικες (Σύνδροµα)
Σύνδροµο Κυκλικών Κωδίκων - Ιδιότητες
Όπως εδείχθη κατά την απόδειξη της πρότασης 2 εάν C(n,k) κυκλικός 
κώδικας και R διάνυσµα-λέξη µήκους n τότε ισχύει R⋅H2 = R(x) mod 
g(x). Συνάγεται συνεπώς ότι το Σύνδροµο S µίας οποιασδήποτε 
ληφθείσας λέξης R (µήκους n) είναι ένα διάνυσµα µήκους 1xr, η 
πολυωνυµική αναπαράσταση του οποίου δίδεται από την σχέση:

S(x)= R(x) mod g(x) , deg S(x)< deg g(x) = n-k
1. Για κάθε κωδική λέξη του C ισχύει S(x) = R(x) mod g(x)=0 (εφόσον 

R(x)∈C ⇒ R(x)=πολ/σιο του g(x))
2. Το σύνδροµο µίας ληφθείσας λέξης R εξαρτάται αποκλειστικά από το 

τυχόν σφάλµα στην µετάδοση. Ειδικότερα εάν ε=πρότυπο σφάλµατος, 
c(x)∈C και R= c + ε τότε για το σύνδροµο του R ισχύει: 

S(x) = ε(x) mod g(x)
Πράγµατι S(x) = R(x) mod g(x) = (c(x) + ε(x)) mod g(x) = c(x) mod g(x) 
+ε(x) mod g(x) = 0 + ε(x) mod g(x) = ε(x) mod g(x) 

3. Με βάση τα παραπάνω ένα πολύ σηµαντικό συµπέρασµα που 
προκύπτει από την σχέση S(x) = ε(x) mod g(x) είναι πώς εάν 

deg ε(x) < deg g(x) ⇒ S(x)=ε(x)
Εάν deg ε(x) <deg g(x) ⇒ ότι το πλήθος των σφαλµάτων = µικρότερο του 
n-k
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Κυκλικοί Κώδικες (Αποκωδικοποίηση)
Αποκωδικοποίηση Κυκλικών Κωδίκων
Συµβατικός Τρόπος: Χρήση του πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H (είτε Η1, 
είτε Η2) και δηµιουργία της Τ∆Α. Έτσι, η αποκωδικοποίηση = 
υπολογισµός του συνδρόµου της ληφθείσας λέξης, εύρεση του 
αντίστοιχου προτύπου σφάλµατος από την Τ∆Α και υπολογισµός της 
κωδικής λέξης που µεταδόθηκε (άθροισµα της ληφθείσας λέξης µε το 
πρότυπο σφάλµατος).
Απλοποίηση της όλης διαδικασίας χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των 
κυκλικών κωδίκων, και ειδικότερα αυτές των συνδρόµων για την 
διόρθωση συνεχόµενων λαθών (error bursts)
Αποκωδικοποίηση Συνεχόµενων Λαθών (Burst-error correction)
Ορισµός: Έστω c∈C, C= κυκλικός (n,k) κώδικας ε= πρότυπο 
σφάλµατος και R= c+ε . Τότε το διάνυσµα σφάλµατος ε θα ορίζεται ότι 
αντιπροσωπεύει Συνεχόµενα λάθη (error bursts) µήκους b εάν τα µη 
µηδενικά στοιχεία (bits) του ε (δηλ. το πρώτο – τελευταίο µη µηδενικό 
στοιχείο του ε ) καλύπτουν b διαδοχικά στοιχεία του ε (όχι απαραίτητα 
όλα µη µηδενικά)

π.χ. το ε=(010000110) αντιπροσωπεύει  συνεχόµενα λάθη µήκους 7  καθώς 
το πρώτο -τελευταίο «1» του ε καλύπτει 7 διαδοχικά στοιχεία, δηλ. τα 
1000011
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Κυκλικοί Κώδικες (Αποκωδικοποίηση)
Ορισµός Συνεχόµενων Λαθών (συνέχεια)
Ο πλήρης καθορισµός συνεχόµενων λαθών µήκους b προσδιορίζεται: Από το 
πρότυπο σφάλµατος P το οποίο ταυτίζεται µε τα b διαδοχικά στοιχεία του ε (ή 
ισοδύναµα µε την πολυωνυµική τους αναπαράσταση P(x)), καθώς και από τη 
θέση i0 του προτύπου του σφάλµατος στο ε η οποία προσδιορίζεται από την
θέση στο ε του πρώτου µη µηδενικού στοιχείου από τα b του προτύπου 
σφάλµατος και θα συµβολίζεται µε (P,i0)

π.χ. Έστω το ε=(010000110) που  αντιπροσωπεύει  συνεχόµενα λάθη µήκους 7. 
Αυτά προσδιορίζονται: Από το πρότυπο σφάλµατος, δηλ  το P= (1000011) –
ισοδύναµα από το P(x)= 1+x5+x6 – και την θέση του i0 στο ε που εδώ i0 = 1 (εάν i0 = 0 
⇒ ε(x)=P(x) )

Αρχή αποκωδικοποίησης συνεχόµενων σφαλµάτων 
Η αρχή της αποκωδικοποίησης για έναν κυκλικό κώδικα C µε δυνατότητα 
διόρθωσης b συνεχόµενων σφαλµάτων στηρίζεται στην Ιδιότητα 3 των 
συνδρόµων ότι δηλ. εάν deg ε(x) ≤ deg g(x) -1 ⇒ S(x)=ε(x), όπου R=c+ε, c∈C, 
δηλ. αυτό ισχύει εάν ο αριθµός των λαθών είναι µικρότερος του n-k (ή ≤ n-k-1) . 
Επειδή στην περίπτωσή µας έχουµε δυνατότητα διόρθωσης b σφαλµάτων η 
συνθήκη πρέπει να µετατραπεί σε deg ε(x) ≤ b-1(≤ n-k-1) ⇒ deg S(x) ≤ b-1 (1)
Τότε απλώς c(x)=R(x) + S(x). Η συνθήκη (1) όµως ισχύει µόνον όταν i0 = 0 
(δεδοµένου επίσης ότι ισχύει και S(0)≠0 συνθήκη που πρέπει να προστεθεί 
στην (1)), δηλ. όταν το πρότυπο b σφαλµάτων βρίσκεται στην θέση 0 του 
διανύσµατος ε κάτι που δεν ισχύει στην γενική περίπτωση

Π.χ Για ε=(010000110) ⇒ b=7 αλλά στην περίπτωση όπου S(x)=ε(x) ⇒ deg S(x) = 
deg(x+x6+x7)= 7 > b-1 = 6, άρα η (1) δεν ισχύει, θα ίσχυε µόνο εάν ε=(100001100)
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Κυκλικοί Κώδικες (Αποκωδικοποίηση)
Αποκωδικοποίηση Συνεχόµενων Λαθών (Burst-error correction)
Λύση= συνεχόµενες κυλήσεις προς τα δεξιά µέχρις ότου το ψηφίο στη 
θέση i0 να είναι 1. Aποδεικνύεται ότι κυλήσουµε προς τα δεξιά το R, j0
φορές⇒ Rj0= cj0 + εj0 , ⇒ Sj0(x)= Rj0(x) mod g(x) ⇒ εj0 = P(x)= µε το 
ψηφίο στη θέση 0 να είναι 1
Και άρα αρκεί Sj(x)= Rj(x)⋅mod g(x)=[xj R]n έως deg Sj(x) < = b-1 
Για πιο εύκολο υπολογισµό Sj(x) χρήση ιδιότηταςSj+1(x)=[x Sj(x)] mod
g(x) 
Στην γενική περίπτωση (όπου δηλ  i0 ≠ 0) για ε(x) µε b σφάλµατα ισχύει 
ότι το ε(x) προσδιορίζεται από (P(x), i0 ) µε deg(P) ≤ b-1 και P(0)≠0 ⇒
ε(x) = [xi0 P(x)]n ⇒ S(x)= [xi0 P(x)]n mod g(x)
Έστω και εάν i0 ≠ 0, η λύση θα συνίστατο στο να εφαρµόσουµε στο ε(x)
τον κατάλληλο αριθµό κυκλικών µετατοπίσεων j0 µε 0≤ j0 ≤n-1 έτσι ώστε 
i0+ j0=0 (mod n) (δηλ. το πρότυπο σφάλµατος P να έλθει στην θέση 0 
του ε) οπότε ε(x) κυκλικά µετατοπισµένο κατά j0 = P(x) , και µπορούν να 
εφαρµοσθούν τα προηγούµενα.
Με βάση τα ως άνω εάν Rj0 (x) = η j0-στή κυκλική µετατόπιση του 
R(x), τότε ισχύει: Rj0 (x) = cj0 (x) + εj0 (x) , cj0 (x) ∈C επίσης⇒ Sj0 (x) 
= Rj0 (x) mod g(x) = (cj0 (x) + εj0 (x) ) mod g(x) = cj0 (x) mod g(x) 
+P(x) mod g(x) = 0+ P(x) = P(x) 

Αυτό σηµαίνει ότι το Sj0 (x) ικανοποιεί την συνθήκη (1) και έτσι µπορεί 
άµεσα να υποτεθεί ότι το cj0 (x) = Rj0 (x) + Sj0 (x) είναι η j0-στή κυκλική 
µετατόπιση της πραγµατικής µεταδοθείσης κωδικής λέξης C(x)



©2006, Σπύρος ∆ενάζης

Κυκλικοί Κώδικες (Αποκωδικοποίηση)

Αποκωδικοποίηση Συνεχόµενων Λαθών (Burst-error correction)
Συµπερασµατικά εάν ένας αποκωδικοποιητής υπολογίσει διαδοχικά τα 
S0(x) , S1(x) ,…. και εξετάζει αυτά κάθε φορά κατά πόσον ικανοποιούν 
την (1) (deg S(x) ≤ b-1) τελικά το πρότυπο σφάλµατος P(x) του ε(x) 
θα παγιδευτεί στην θέση 0 του ε(x) και θα µπορεί να διορθωθεί. 
Πραγµατικά τότε το πρότυπο b σφαλµάτων P(x) = Sj0 (x) και η θέση 
του προτύπου σφάλµατος, P(x), στο ε(x) θα δίδεται από την σχέση i0+ 
j0=0 mod n ⇒ j0 = (- i0) mod n = n- j0 mod n
Λήµµα του Meggit: Για µεγαλύτερη διευκόλυνση στον υπολογισµό 
των Sj(x)’s µπορεί να ληφθεί υπόψη το Λήµµα του Meggit δηλ: 
Sj+1 (x) = [x Sj(x)] mod g(x) 
Απόδειξη: Sj(x) = Rj0 (x) mod g(x)= [xj R(x)]n = [xj R(x)] mod g(x) Τότε 
[x Sj(x)] mod g(x) = [x [xj R(x)] mod g(x) ] mod g(x) = [xj+1 R(x)] mod 
g(x) = Sj +1(x) 
Με βάση όλα αυτά ο αλγόριθµος αποκωδικοποίησης θα έχει ως εξής:
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Αλγόριθµος αποκωδικοποίησης για κυκλικούς κώδικες 
µε δυνατότητα διόρθωσης b (συνεχόµενων)
σφαλµάτων
Θεωρούµε έναν κυκλικό κώδικα C µήκους n και διάστασης 
k  µε δυνατότητα διόρθωσης b (συνεχόµενων) σφαλµάτων
και µε πολυώνυµο – γεννήτορα του C, g(x), του οποίου ο 
βαθµός είναι n – k. Και R(x)= ληφθείσα λέξη. Η 
αποκωδικοποίηση συνίσταται στα ακόλουθα τρία βήµατα:

1. Υπολογισµός του συνδρόµου S(x) = R(x) mod g(x).
2. Υπολογισµός του Si(x) = (xiS(x)) mod g(x), για κάθε i ≥ 0, 

µέχρι να βρεθεί ένα Sj του οποίου o βαθµός είναι 
µικρότερος ή ίσος του b-1 και επιπλέον Sj(0)≠ 0. Tότε το 
πρότυπο σφάλµατος είναι P(x) = Sj (x) και η θέση του 
προτύπου σφάλµατος, P(x) , στο ε(x) θα δίδεται από την 
σχέση i0+ j0=0 mod n ⇒ j0 = (- i0 ) mod n= n- j0 mod n ή 
εναλλακτικά  ε(x) = xn – j Sj(x) mod (1 + xn).

3. Υπολογισµός της κωδικής λέξης που µεταδόθηκε
c(x) =R(x) + ε(x).
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Παράδειγµα: Θεωρούµε έναν κώδικα C µήκους n = 7 µε πολυώνυµο –
γεννήτορα g(x) = 1 + x2 +x3 και δυνατότητα διόρθωσης b =1. Εάν ελήφθη η 
λέξη 1111000, ζητείται η κωδική λέξη που µεταδόθηκε.
Απάντηση: Η ληφθείσα λέξη αντιστοιχεί στο πολυώνυµο R(x) = 1 + x + x2 + 
x3 και εποµένως:
S(x) = R(x) mod g(x) = (1 + x + x2 + x3) mod (1 + x2 + x3) = x, του οποίου ο 
βαθµός είναι 1>b-1=0 και άρα δεν ικανοποιεί την συνθήκη (1) ⇒ πρέπει να 
υπολογιστούν τα διαδοχικά Sj(x) έως ότου degSj(x)≤ 0(=b-1). Έτσι έχοµε:
S1(x)=x S(x)= x2 mod (1 + x2 + x3) = x2

S2(x)=x S1(x)= x3 mod (1 + x2 + x3) = 1 + x2

S3(x)=x S2(x)= x(1 + x2) mod (1 + x2 + x3)=x3+x mod(1 + x2 + x3)=x2 + x+1
S4(x)=x S3(x)= x(x2 + x+1) mod (1 + x2 + x3)=x3 + x2 +x mod (1 + x2+x3)=x+1
S5(x)=x S4(x)= x(x+1) mod (1 + x2 + x3)= x2 +x mod (1 + x2+x3)= x2 +x 
S6(x)=x S5(x)= x(x2+x) mod (1 + x2 + x3) = x3 + x2 mod (1 + x2 + x3) =1
Εφόσον deg S6(x)=0 και S6(0)=1≠0 ικανοποιείται η (1) και άρα το πρότυπο
σφάλµατος P(x)=1 και j0=6 . Η θέση i0 του P(x) στο ε(x) θα δίδεται από την
σχέση i0+ j0=0 mod n ⇒ i0 = n - j0 mod n ⇒ 7-6=1. Συνεπώς ε= (0100000)
Εποµένως, εφόσον το πρότυπο σφάλµατος είναι ε = 0100000 η κωδική λέξη
που µεταδόθηκε c= R + ε= 1111000 + 0100000 = 1011000.
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∆ιόρθωση της Άσκησης αυτοξιολόγησης 4.17 (Θεωρία Πληροφορίας του ΕΑΠ)

Θεωρούµε έναν κώδικα C, µήκους n = 7, και δυνατότητα διόρθωσης t=1 
λαθών µε g(x) = 1 + x+ x3 και τη λήψη των λέξεων 1111000 και 1100101. 
Ζητούνται οι κωδικές λέξεις που µεταδόθηκαν.
Απάντηση: Χρειάζεται διόρθωση το α’σκέλος της άσκησης που αφορά την 
αποκωδικοποίηση της λέξης  1111000 (καθώς παρότι t=1 καταλήγει στην διόρθωση 
2 λαθών) δηλ:
Η ληφθείσα λέξη R= 1111000 αντιστοιχεί στο πολυώνυµο R(x) = 1 +x + x2 + x3

και εποµένως S(x) = R(x) mod g(x) = 1 +x + x2 + x3 mod (1 + x+ x3 ) = x2 του 
οποίου ο βαθµός είναι 2>b-1=0 και άρα δεν ικανοποιεί την συνθήκη (1) ⇒
πρέπει να υπολογιστούν τα Sj(x) έως ότου deg Sj(x)≤ 0(=b-1):
S1(x) = xS(x) mod g(x) = x(x2)mod (1 + x+ x3 ) = x3 mod (1 + x+ x3 ) = 1 + x, 
S2(x)=x S1(x)= x (1+x) mod (1 + x+ x3 )= x+x2 mod (1 + x+ x3 )=x+ x2 

S3(x)=xS2(x)= x (x+ x2 ) mod (1 + x+ x3 )= x2 + x3 mod (1 + x+ x3)= x2 + x+1
S4(x)=xS3(x)= x (x2 + x+1) mod (1 + x+ x3 )= x3 + x2+x mod (1+x+ x3)=x2+1
S5(x)=xS4(x)= x(x2+1 ) mod (1 + x+ x3 )= x3 + x mod (1 + x+ x3 )=1
Εφόσον degS5(x)=0 και S5(0)=1≠0 ικανοποιείται η (1) και άρα το πρότυπο 
σφάλµατος P(x)=1 και j0=5 . Η θέση i0 του P(x) στο ε(x) θα δίδεται από την 
σχέση i0 = n- j0 mod n ⇒ 7-5=2. Συνεπώς ε= (0010000) και η κωδική λέξη που 
µεταδόθηκε c= R + ε = 1111000 + 0010000 = 1101000.


