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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2006-7) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ #4
ΛΥΣΕΙΣ
Στόχος:

Βασικό στόχο της 4ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με τα μέτρα ποσότητας πληροφορίας τυχαίων μεταβλητών (Κεφάλαιο 1), τις σχετικές έννοιες και τα μέτρα διακριτών πηγών χωρίς μνήμη και με μνήμη (Κεφάλαιο 2), καθώς και με την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής (Κεφάλαιο 2). Επίσης, η εξοικείωση με τις έννοιες και τα μέτρα επικοινωνιακών καναλιών (Κεφάλαιο 3).
Περιγραφή

Η εργασία περιλαμβάνει επτά (7) θέματα, τα οποία αφορούν στα Κεφάλαια 1, 2 και 3 του τόμου ‘Θεωρία Πληροφορίας και Κωδικοποίησης’. 

ΘΕΜΑ 1

Θεωρούμε ένα πείραμα, το οποίο συνίσταται στο ‘ρίξιμο’ ενός κέρματος, του οποίου τα δύο δυνατά αποτελέσματα, ‘κεφαλή’ και ‘γράμματα’ είναι ισοπίθανα. Συμβολίζουμε με Χ την τυχαία μεταβλητή που υποδηλώνει το πλήθος των εκτελέσεων του πειράματος (πλήθος ‘ριξίματος’ του κέρματος) μέχρι να λάβουμε το αποτέλεσμα ‘γράμματα’. Τις δυνατές τιμές της Χ μπορούμε να τις συμβολίσουμε με  xi=i, όπου i=1, 2, … και τις αντίστοιχες πιθανότητες με p(xi). Ένα δεύτερο πείραμα συνίσταται στο ταυτόχρονο ‘ρίξιμο’ δύο κερμάτων. Τώρα, συμβολίζουμε με Υ την τυχαία μεταβλητή που υποδηλώνει το πλήθος των εκτελέσεων του σύνθετου πειράματος (πλήθος ταυτόχρονου ‘ριξίματος’ των δύο κερμάτων) μέχρι να λάβουμε το αποτέλεσμα ‘κεφαλή - κεφαλή’, δηλαδή ‘κεφαλή’ και στα δύο κέρματα. Κατά ανάλογο με τον ανωτέρω τρόπο μπορούμε να συμβολίσουμε τις δυνατές τιμές της Υ με  yi=i, όπου i=1, 2, … και τις αντίστοιχες πιθανότητες με p(yi). Ζητούνται

1. η μέση τιμή τoυ πλήθους εκτέλεσης του πειράματος μέχρι να ληφθεί το αποτέλεσμα ‘γράμματα’, καθώς και η μέση τιμή του πλήθους εκτέλεσης του δεύτερου πειράματος μέχρι να ληφθεί το αποτέλεσμα ‘κεφαλή-κεφαλή’.

2. η εντροπία Η(Χ) και Η(Υ), η υπό συνθήκη πληροφορία Η(Χ/Υ) και H(Y/X), η συνδυασμένη πληροφορία Η(Χ,Υ) και η αμοιβαία πληροφορία I(X;Y), θεωρώντας ότι οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. 
3. το xj=j και το yk=k, τα οποία μεταφέρουν τη μικρότερη ποσότητα πληροφορίας και τις τιμές αυτών. 

(Υπόδειξη: 
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Απάντηση
1. Αφού κατά την εκτέλεση του πειράματος η εμφάνιση ‘γράμματα’ είναι ισοπίθανη του αποτελέσματος ‘κεφαλή’,  p=q=1/2, όπου p και q η πιθανότητα του ενδεχομένου ‘γράμματα΄ και η πιθανότητα του ενδεχομένου ΄κεφαλή’, αντίστοιχα. Αφού Χ υποδηλώνει το πλήθος εκτέλεσης του πειράματος μέχρι να λάβουμε το ενδεχόμενο ΄γράμματα’, η πιθανότητα με το πρώτο ‘ρίξιμο’ να λάβουμε γράμματα είναι 1//2, δηλαδή  p(x1)=1/2. Η πιθανότητα να εμφανιστούν γράμματα με το 2ο ‘ρίξιμο’ είναι ίση με την πιθανότητα στην 1η ρίψη να λάβουμε ‘κεφαλή’ και στη 2η ‘γράμματα’, δηλαδή p(x2)=qp=p2. Με τον ίδιο τρόπο λαμβάνουμε p(x3)=q2p=p3, …, p(xn)=qn-1p=pn. Επομένως, η μέση τιμή του πλήθους εκτέλεσης του πειράματος ρ μέχρι να λάβουμε ‘γράμματα’ είναι το άθροισμα του γινομένου των δυνατών τιμών με τις πιθανότητες εμφάνισής τους, δηλαδή  
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Κατά ανάλογο τρόπο, οι τέσσερις δυνατοί συνδυασμοί του δεύτερου (σύνθετου) πειράματος ‘κεφαλή – κεφαλή’, ‘κεφαλή – γράμματα’, ‘γράμματα – κεφαλή’ και ‘γράμματα – γράμματα’ είναι ισοπίθανοι, με πιθανότητα p=¼. Επομένως, η πιθανότητα να λάβουμε σε μια εκτέλεση του πειράματος το αποτέλεσμα ‘κεφαλή – κεφαλή’ είναι p=1/4, ενώ η πιθανότητα να λάβουμε έναν από τους άλλους τρεις συνδυασμούς είναι q=3/4. Έτσι, κατά την εκτέλεση του σύνθετου πειράματος, η πιθανότητα να λάβουμε με την 1η εκτέλεση το αποτέλεσμα ‘κεφαλή-κεφαλή’   είναι p(y1)=1/4. Η πιθανότητα να λάβουμε μετά από δύο εκτελέσεις του σύνθετου πειράματος το αποτέλεσμα ‘κεφαλή – κεφαλή’ είναι ίση με την πιθανότητα στην 1η εκτέλεση να λάβουμε ένα οποιοδήποτε αποτέλεσμα από τα άλλα τρία και στη 2η εκτέλεση να λάβουμε ‘κεφαλή – κεφαλή’, δηλαδή p(y2)=qp=3/16. Με τον ίδιο τρόπο λαμβάνουμε p(y3)=q2p, …, p(yn)=qn-1p. Επομένως, η μέση τιμή του πλήθους εκτέλεσης του πειράματος ρ μέχρι να λάβουμε ‘γράμματα’ είναι  
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2. Η εντροπία υπολογίζεται ως ακολούθως:
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Όσο για την υπό συνθήκη πληροφορία Η(Χ/Υ)=Η(Χ)=2 bits, Η(Y/X)=Η(Y)=3,245 bits αφού οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες. Με το ίδιο επιχείρημα, για τη συνδυασμένη πληροφορία ισχύει Η(X,Υ)=Η(Χ)+Η(Υ)=2+3,245=5,245 bits και για την αμοιβαία πληροφορία I(X;Y)=0.
3. Το x1=1 έχει τη μεγαλύτερη πιθανότητα p(x1)=1/2 και επομένως τη μικρότερη ποσότητα πληροφορίας 
[image: image8.wmf]bit.
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Παρόμοια, το y1=1 έχει τη μεγαλύτερη πιθανότητα p(y1)=1/4 και επομένως τη μικρότερη ποσότητα πληροφορίας 
[image: image9.wmf]bits.
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ΘΕΜΑ 2
Ένα κατάστημα επίπλων για το μήνα Μάϊο πούλησε 2-, 3- και 4-θέσιους καναπέδες δύο διαφορετικών τύπων, κλασσικούς και μοντέρνους, σύμφωνα με τον παρακάτω πίνακα. 

	Τύπος
	Μέγεθος 

(αριθμός θέσεων)

	
	2
	3
	4

	Κλασσικός
	8
	24
	4

	Μοντέρνος
	8
	8
	12


1. Έστω Χ η τυχαία μεταβλητή που συμβολίζει το μέγεθος κάθε καναπέ και Υ η τυχαία μεταβλητή που συμβολίζει τον τύπο του καναπέ (κλασσικός ή μοντέρνος). Υπολογίστε τις τιμές των Η(Χ), Η(Υ), Η(Χ/Υ), Η(Υ/Χ), Η(Χ,Υ) και Ι(Χ;Υ). 
2. Στο προηγούμενο ερώτημα θα έπρεπε να έχετε βρει Ι(Χ;Υ)(0. Για το μήνα Ιούνιο το κατάστημα θέλει να έχει Ι(Χ;Υ)=0 αλλά να πουλήσει πάλι τον ίδιο αριθμό καναπέδων συνολικά για κάθε μέγεθος όπως τον Μάϊο. Φτιάξτε ένα καινούριο πίνακα με μη μηδενικές τιμές όπως ο παραπάνω έτσι ώστε να πληρούνται οι προϋποθέσεις που θέτει το κατάστημα για τον Ιούνιο, δηλαδή Ι(Χ;Υ)=0 και το άθροισμα των στηλών του πίνακα για τον Ιούνιο μήνα να είναι το ίδιο με αυτό του Μαΐου. Αιτιολογήστε την απάντησή σας. 

(Δίδεται ότι: log3(1.585, log9(3.17 & log7(2.8)

Απάντηση

1. Για να βρούμε τις Η(Χ) και Η(Υ) θα πρέπει να βρούμε τις πιθανότητες 

Ρ(Χ = ο καναπές να είναι 2-θέσιος) = p(x1)

Ρ(Χ = ο καναπές να είναι 3-θέσιος) = p(x2)

Ρ(Χ = ο καναπές να είναι 4-θέσιος) = p(x3)

Καθώς και τις πιθανότητες 

Ρ(Υ = ο καναπές να είναι Κλασσικός) = p(y1)

Ρ(Υ = ο καναπές να είναι Μοντέρνος) = p(y2)

Για να γίνει αυτό θα κάνουμε χρήση του πίνακα που μας δίνει η άσκηση, ο οποίος μπορεί να μετατραπεί σε πίνακα συνδυασμένων πιθανοτήτων Ρ(Χ,Υ)

	Τύπος
	Μέγεθος 

(αριθμός θέσεων)

	
	2
	3
	4

	Κλασσικός
	8/64
	24/64
	4/64

	Μοντέρνος
	8/64
	8/64
	12/64


Έτσι από τον παραπάνω πίνακα έχουμε ότι οι τιμές των πιθανοτήτων συνδυασμένων και περιθωριακών είναι οι εξής:

Ι. Συνδυασμένες

Ρ(Χ = ο καναπές να είναι 2-θέσιος ΚΑΙ, Υ = ο καναπές να είναι Κλασσικός) = Ρ(x1,y1) = 8/64 = 1/8,

Ρ(x1,y2) = 8/64 = 1/8,

Ρ(x2,y1) = 8/64 = 3/8,

Ρ(x2,y2) = 8/64 = 1/8,

Ρ(x3,y1) = 8/64 = 1/16,

Ρ(x3,y2) = 8/64 = 3/16
ΙΙ. Περιθωριακές ή ακραίες πιθανότητες
Ρ(Χ = ο καναπές να είναι 2-θέσιος) = p(x1) = Ρ(x1,y1) + Ρ(x1,y2) = 1/4

Ρ(Χ = ο καναπές να είναι 3-θέσιος) = p(x2) = Ρ(x2,y1) + Ρ(x2,y2) = 1/2

Ρ(Χ = ο καναπές να είναι 4-θέσιος) = p(x3) = Ρ(x3,y1) + Ρ(x3,y2) = 1/4

Ρ(Υ = ο καναπές να είναι Κλασσικός) = p(y1) = Ρ(x1,y1) + Ρ(x2,y1) + Ρ(x3,y1) = 9/16 

Ρ(Υ = ο καναπές να είναι Μοντέρνος) = p(y2) = Ρ(x1,y2) + Ρ(x2,y2) + Ρ(x3,y2) = 7/16

Με βάση τις παραπάνω τιμές των πιθανοτήτων μπορούμε να υπολογίσουμε τις τιμές των Η(Χ), Η(Υ), Η(Χ/Υ), Η(Υ/Χ), Η(Χ,Υ) και Ι(Χ;Υ)

Η(Χ)= - [p(x1) log p(x1) + p(x2) log p(x2) + p(x1) log p(x2)] = - [1/4 log (1/4) + 1/2 log (1/2) + 1/4 log (1/4)] = 3/2 = 1,5 bits
Η(Y)= - [p(y1) log p(y1) + p(y2) log p(y2)] = - [9/16 log (9/16) + 7/16 log (7/16)] = 3/2 ( 0.99 bits

H(X,Y) = - [(x1,y1) log (x1,y1) + (x1,y2) log (x1,y2) + (x2,y1) log (x2,y1) + (x2,y2) log (x2,y2) + (x3,y1) log (x3,y1) + (x3,y2) log (x3,y2)] = - [1/8 log 1/8) + 1/8 log (1/8) + 3/8 log (3/8) + 1/8 log (1/8) + 1/16 log (1/16) + 3/16 log (3/16)] ( 2.36 bits

H(Y/X) = H(X,Y) – H(X) ( 0.86 bits

H(X/Y) = H(X,Y) – H(Y) ( 1.37 bits

I(X;Y) = H(X) – H(X/Y) = 1.5 - 1.37 bits ( 0.13 bits
2. Το γεγονός ότι το κατάστημα θέλει η αμοιβαία πληροφορία I(X;Y) να είναι 0 αυτό σημαίνει ότι I(X;Y) = H(X) – H(X/Y) = H(Υ) – H(Υ/Χ) = 0 και άρα πρέπει οι Χ και Υ να είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές δηλαδή να ισχύει 

Ρ(Χ,Υ) = Ρ(Χ) Ρ(Υ).

Άρα θα πρέπει να βρούμε τιμές στον πίνακα της άσκησης έτσι ώστε να ισχύει η παραπάνω σχέση ενώ το άθροισμα των τριών στηλών να είναι 16, 32, 16. Ένας τέτοιος πίνακας είναι ο

	Τύπος
	Μέγεθος 

(αριθμός θέσεων)

	
	2
	3
	4

	Κλασσικός
	8
	16
	8

	Μοντέρνος
	8
	16
	8


Που είναι δυνάμεις του 2.

ΘΕΜΑ 3
1. Θεωρούμε μια διακριτή πηγή πληροφορίας, έναν τηλέγραφο, το αλφάβητο της οποίας έχει δύο σύμβολα, την τελεία (dot) και την παύλα (dash). Η πιθανότητα εμφάνισης (ή εκπομπής) της τελείας είναι διπλάσια αυτής της παύλας. Η χρονική διάρκεια εκπομπής της τελείας είναι 0.2 sec, ακολουθούμενη από παύση εκπομπής διάρκειας επίσης 0,2 sec, ενώ η χρονική διάρκεια εκπομπής της παύλας είναι 3-πλάσια αυτής της τελείας, ακολουθούμενη επίσης από παύση εκπομπής διάρκειας 0,2 sec. Να υπολογισθεί 

a. Η μέση ποσότητα πληροφορίας των συμβόλων της πηγής,
b. Η μέση διάρκεια των συμβόλων,
c. Ο πλεονασμός της διακριτής πηγής και
d. Ο μέσος ρυθμός πληροφορίας της πηγής.
2. Ζητείται να εξεταστεί αν οι ακόλουθοι κώδικες είναι μη ιδιάζοντες, μοναδικά αποκωδικοποιήσιμοι και άμεσοι και αν μπορούν να προκύψουν με εφαρμογή του αλγορίθμου κωδικοποίησης του Huffman:

a. {0, 10, 110, 111},

b. {110, 1000, 0110, 0011, 0001},

c. {00, 01, 10, 11, 000, 001, 010011, 101100},

d. {0, 11, 10101, 10010, 11011, 00100, 011001}.

Απάντηση
a. 
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Επομένως η μέση ποσότητα πληροφορίας είναι:
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b. Γνωρίζω ότι 
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Η μέση διάρκεια του συμβόλου είναι 
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και ο μέσος ρυθμός πληροφορίας
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c. Δεδομένου ότι ο αριθμός των συμβόλων είναι 2, ο πλεονασμός της διακριτής πηγής
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d. Ο μέσος ρυθμός πληροφορίας της πηγής δίνεται από
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2. Οι κώδικες είναι μη ιδιάζοντες, αφού οι κωδικές τους λέξεις είναι διαφορετικές. Σχετικά με τις άλλες δύο ιδιότητες ισχύουν τα ακόλουθα:

a. Ο κώδικας αυτός είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος και μπορεί να είναι κώδικας Huffman για κατάλληλη κατανομή πιθανοτήτων (π.χ. για πιθανότητες 1/2, 1/4, 1/8, και 1/8).

b. Ο κώδικας αυτός είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος, όχι όμως κώδικας Huffman, αφού σε δυαδικό κώδικα Huffman, δύο κωδικές λέξεις με το μέγιστο μήκος (αυτές που συγχωνεύονται πρώτες), οι οποίες αντιστοιχούν στα σύμβολα με την πιο χαμηλή πιθανότητα, διαφέρουν μεταξύ τους μόνο ως προς το τελευταίο ψηφίο.

c. Ο κώδικας αυτός δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού για παράδειγμα η ακολουθία 010011 μπορεί να προέλθει είτε από την 2η κωδική λέξη ακολουθούμενη από την 1η και την 4η. Αφού ο κώδικας δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, δεν μπορεί να είναι άμεσος ούτε ασφαλώς Huffman.

d. Ο κώδικας δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού η ακολουθία 110011 μπορεί να προέλθει είτε με συνδυασμό της 1ης και 2ης κωδικής λέξης είτε από την 5η κωδική λέξη. Αφού ο κώδικας δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, δεν μπορεί να είναι άμεσος ούτε ασφαλώς Huffman.

ΘΕΜΑ 4
Δίδεται διακριτή πηγή, η οποία παράγει 7 διαφορετικά σύμβολα, τα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ και Η με τις ακόλουθες πιθανότητες, αντίστοιχα: {1/5, 1/15, 1/3, 1/15, 1/5, 1/15, 1/15}.

1. Ζητείται να σχηματιστεί δυαδικός κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Ηuffman.

2. Ζητείται να σχηματιστεί δυαδικός κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Fano.

3. Ζητείται να σχηματιστεί 3-αδικός κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο του Ηuffman για τις ανωτέρω πιθανότητες  εμφάνισης των συμβόλων. 

Επίσης, ζητείται 

4. Να συγκριθούν οι κώδικες που προκύπτουν στα ερωτήματα 1 και 2 ως προς την επίδοσή τους.

Απάντηση

1. Κώδικας Huffman με δύο κωδικά σύμβολα

	Σύμβολα
	
	
	
	
	
	
	Κώδικας

	Γ
	1/3
	1/3
	1/3
	1/3
	2/5
	9/15 (0)
	00

	Α
	1/5
	1/5
	1/5
	4/15
	1/3  (0)
	2/5  (1)
	10

	Ε
	1/5
	1/5
	1/5
	1/5  (0)
	4/15 (1)
	
	11

	Β
	1/15
	2/15
	2/15 (0)
	1/5  (1)
	
	
	0110

	Δ
	1/15
	1/15 (0)
	2/15 (1)
	
	
	
	0111

	Ζ
	1/15  (0)
	1/15 (1)
	
	
	
	
	0100

	Η
	1/15  (1)
	
	
	
	
	
	0101


2. Τα σύμβολα της πηγής δίνονται σε τάξη φθίνουσας πιθανότητας (δείτε τον πίνακα). Χωρίζονται δε σε ομάδες και υποομάδες ως ακολούθως:

Τα δύο πρώτα σύμβολα περιλαμβάνονται στην 1η ομάδα και τα υπόλοιπα στη 2η ομάδα. Επιλέγουμε το ‘0’ ως το πρώτο κωδικό σύμβολο των κωδικών λέξεων της 1ης ομάδας και το ‘1’ για τις κωδικές λέξεις της 2ης ομάδας. Η πρώτη ομάδα χωρίζεται σε 2 υποομάδες με ένα σύμβολο η πρώτη και ένα η δεύτερη. Επιλέγουμε και πάλι το ‘0’ για την 1η υποομάδα και το ‘1’ για τη 2. Έτσι καταλήγουμε στην κωδική λέξη του Γ, η οποία είναι η ‘00’ κοκ. 

Κώδικας Fano

	Σύμβολα
	Πιθανότητες
	Κώδικας

	Γ
	1/3
	00

	Α
	1/5
	01

	Ε
	1/5
	10

	Β
	1/15
	1100

	Δ
	1/15
	1101

	Ζ
	1/15
	1110

	Η
	1/15 
	1111


3. Κώδικας Huffman με τρία κωδικά σύμβολα

	Σύμβολα
	
	
	
	Κώδικας

	S1  = Γ
	1/3
	[image: image51.png]1/3
	7/15 (0)
	1

	S2  = Α
	1/5
	1/5
	 1/3  (1)
	2

	S3 = Ε
	1/5
	1/5 (0)
	 1/5  (2)
	00

	S4  = Β
	1/15
	3/15 (1)
	
	02

	S5 = Δ
	1/15 (0)
	1/15 (2)
	
	010

	S6  = Ζ
	1/15 (1)
	
	
	011

	S7  = Η
	1/15 (2)
	
	
	012


4. Για τον υπολογισμό της απόδοσης των κωδίκων, υπολογίζουμε πρώτα την εντροπία της πηγής: 
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Ακολούθως υπολογίζουμε το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων για κάθε περίπτωση και την αντίστοιχη απόδοση.

Δυαδικός κώδικας Huffman
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Κατά συνέπεια 
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Δυαδικός κώδικας Fano
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Κατά συνέπεια 
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Παρατηρούμε ότι οι δυαδικοί κώδικες είναι σχεδόν άριστοι. 
ΘΕΜΑ 5
Μια πηγή Markoff εκπέμπει τα σύμβολα a και b. Ας υποθέσουμε ότι γι’ αυτή τη Μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης δίδονται όλες οι πιθανότητες των μηνυμάτων αποτελούμενων από δύο σύμβολα ως ακολούθως:

P(aa)= 0.2, P(ab)= 0.2, P(ba)= 0.4 και  P(bb)= 0.2.

Τώρα, θεωρώντας ότι αυτά τα μηνύματα δύο συμβόλων ορίζουν τα (σύνθετα) σύμβολα μίας νέας πηγής Markoff ζητείται να υπολογιστούν:

1. Ο πίνακας μετάβασης αυτής της νέας πηγής Markoff, της οποία τα (σύνθετα) σύμβολα είναι τα (aa), (ab), (ba) και (bb),

2. Η εντροπία των (σύνθετων) συμβόλων της νέας πηγής Markoff,

3. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο μηνυμάτων αποτελούμενων από δύο (σύνθετα) σύμβολα της νέας διακριτής πηγής,

4. Ο πλεονασμός, ο πλεονασμός εξάρτησης και ο ολικός πλεονασμός της νέας διακριτής πηγής.

Απάντηση
ΕΡΩΤΗΜΑ 1) 
ΕΥΡΕΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΑΡΧΙΚΗΣ ΠΗΓΗΣ MARKOFF
ΛΥΣΗ 1)

Για τον πίνακα μετάβασης της αρχικής πηγής 
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 (1) όπου P(m1)=P(αα)
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 (2) όπου P(m2)=P(αb)
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(3) όπου P(m3)=P(bα)
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(4) όπου P(m4)=P(bb)
Αν διαιρέσουμε τις (1) και (2) έχουμε: 
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Και επειδή ισχύει P(a/a)+P(b/a)=1  (6) 
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Αν διαιρέσουμε τις (3) και (4) έχουμε: 
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Και επειδή ισχύει P(a/b)+P(b/b)=1   (8) 
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Και P(α/b)=2/3
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Από την (1), (2) ανωτέρω έχω:

P(a)= 0.2/P(a/a) =0.2/ P(b/a)  => P(a) = 0.2/1/2 = 0.4  (9)
Από τις (3), (4) ανωτέρω έχω 

P(b)= 0.4/P(a/b) = 0.2/P(b/b) = 0.4/2/3 = 0.2/1/3 = 0.6  (10) 
Φυσικά οι σχέσεις (1), (2), (3), (4) ισχύουν και αντιστρόφως και απολύτως συμβατά με τις ευρεθείσες τιμές των P(a), P(b). Δηλ. για την δεδομένη πηγή Markoff  ισχύουν όλες οι θεωρητικές σχέσεις (1), (2), (3), (4), (6), (8) και μόνο αυτές. Αυτές οι δεδομένες γενικές θεωρητικές σχέσεις οδηγούν στις (9), (10) λύσεις των P(a), P(b) που είναι και οι σωστές. Αλλά και για αυτές τις λύσεις όλες οι σχέσεις (1),(2),(3),(4),(6),(8) ισχύουν απολύτως. 

ΛΥΣΗ 2  
Υποθέστε τώρα ότι ξεκινάμε αλλιώς με βάση το θεώρημα της ολικής πιθανότητας

Πρέπει πρώτα να βρεθούν τα μεγέθη από την αρχική πηγή Markoff δηλ. ο πίνακας μετάπτωσης αλλά και οι P(a), P(b)

Από το θεώρημα ολικής πιθανότητας έχουμε:

P(a) = P(aa)+ P(ab)=0.2+0.2  = 0.4   (11)

P(b) = P(ba) + P(bb)=0.4+0.2 =0.6   (12)
Είναι φανερό τότε ότι οι λύσεις (11), (12) είναι ίδιες με τις (9), (10)! 

Εξετάζουμε τις (11), (12) σε βάθος για να δούμε αν είναι συμβατές με τις (1),(2), (3), (4), (6), (8) διότι δεν πειθόμαστε μόνο με τα αποτελέσματα ποτέ!!!
Η (11)   P(a) = P(aa)+ P(ab)= P(a/a) P(a) + P(b/a) P(a) <=> P(a/a) + P(b/a) =1 δηλ. είναι η (6)

Και η (12)  P(b) = P(ba) + P(bb) = P(b) P(a/b) + P(b) P(b/b) <=> P(a/b) + P(b/b) =1 δηλ. είναι η (8)
Επομένως δείξαμε ότι τόσο η λύση 2 όσο και η λύση 1 είναι απολύτως συμβατές ως προς τις θεωρητικές τους υποθέσεις και το θεωρητικό τους πλαίσιο που βασίζεται σε λογισμό πιθανοτήτων οποιωνδήποτε γεγονότων!!! Άρα και στις πηγές Markoff της δεδομένης άσκησης!!!  

Προσοχή στο ότι σε αυτό τον λογισμό πιθανοτήτων των γεγονότων ακολουθίας Markoff, τα γεγονότα ab, ba είναι διαφορετικά μεταξύ τους αφού ισχύει διάταξη των συμβόλων!!

Είναι δηλ. P(ab)= P(a) P(b/a) και P(ba)= P(b) P(a/b) βάσει των ορισμών της υπό συνθήκης πιθανότητας αλλά όχι P(ab)= P(a) P(b/a) = P(b) P(a/b)  όπως θα νόμιζε κανείς, αφού έτσι ισχύει μόνο στις μη διατεταγμένες ακολουθίες συμβόλων!

ΟΛΑ ΤΑ ΑΝΩΤΕΡΩ ΕΠΟΜΕΝΩΣ ΙΣΧΥΟΥΝ ΑΦΟΥ ΕΙΝΑΙ ΓΕΝΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΖΟΝΤΑΙ ΕΙΔΙΚΟΤΕΡΑ ΣΤΗ ΑΡΧΙΚΗ ΠΗΓΗ MARKOFF, ΑΛΛΑ ΧΡΕΙΖΕΤΑΙ ΜΕΓΑΛΗ ΠΡΟΣΟΧΗ ΣΤΟ ΠΟΙΟ ΕΙΝΑΙ ΤΟ ΓΕΝΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΑΙ ΠΟΙΟ ΑΦΟΡΑ ΕΙΔΙΚΕΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ όπως ΤΙΣ ΣΤΑΤΙΚΕΣ ΠΗΓΕΣ!
Εδώ όμως χρειάζεται πολύ προσοχή! Η πηγή Markoff είναι άγνωστο σύμφωνα με την εκφώνηση αν είναι στατική, και οπωσδήποτε δεν γίνεται λόγος περί αυτού. Αν υποθέσουμε ότι είναι στατική τότε συμβαίνουν ορισμένα παράδοξα 
1)  Χρησιμοποιώντας τον τύπο πP=π έχουμε
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Και p(a)+p(b)=1

Τότε προκύπτουν P(a) = 4/7 και P(b)=3/7  που βέβαια είναι διαφορετικές από τις (9), (10) και προφανώς από τις (11), (12)!

Πρέπει να επισημάνουμε ότι ο τύπος της στατικότητας υπονοεί P(a) = P(a/a) P(a) + P(b) P(a/b) = P(aa) + P(ba) . ΑΛΛΑ P(a) = P(aa)+ P(ab) όπως είδαμε στην λύση 2.

Κατά συνέπεια για την στατικότητα θα έπρεπε P(ab) = P(ba). Τότε και μόνο τότε! Δεν ισχύει όμως όπως είπαμε ανωτέρω κάτι τέτοιο στην γενική περίπτωση, όταν έχουμε διατάξεις συμβόλων σε ακολουθίες Markoff!!! 
Το άτοπο αίρεται αν δεν κάνουμε την υπόθεση της στατικότητας! Εδώ πρέπει να επισημάνουμε ότι και στο βιβλίο (παράδειγμα 2.10 σελ. 70) αλλά και σε όλες τις μέχρι τώρα ασκήσεις όλες οι πηγές θεωρούνται αδιακρίτως στατικές και αυτό μπορεί να αποτελεί πηγή σύγχυσης σε ότι αφορά την γενικότητα των πηγών Markoff.
Εύρεση του πίνακα μετάβασης της νέας πηγής

Με 4 σύμβολα έχουμε 16 πιθανότητες μετάβασης για την νέα πηγή Markoff:
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Βασική Ιδιότητα Πηγών 1ης τάξης (βάθους=1)
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Θεωρώντας μηνύματα 2 συμβόλων , θα έχουμε (για την ακολουθία 
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άρα, με βάση τον παραπάνω τύπο:

1) P(X3X4/X1X2) = P(aa/aa) =[P(aa)/P(a)]2=(0.2/0.4) 2=0.25 =1/4

2) P(X3X4/X1X2) = P(ab/aa) = P(ab)/P(a) P(aa)/P(a) = 0.2/0.4 * 0.2/0.4 =0.25 =1/4
3) P(X3X4/X1X2) = P(ba/aa) = P(ba)/P(b) P(ab)/P(a) =  (0.4 0.2) (0.4 0.6 ) =0.33 =1/3
4) P(X3X4/X1X2) = P(bb/αα) = P(bb)/P(b) P(ab)/P(a) =  0.2/0.6  0.2/0.4 = 1/6
Προφανώς πρέπει  P(aa/aa)+P(ab/aa)+ P(ba/aa)+ P(bb/aa) =1, πράγμα που ισχύει αφού  1/4 +1/4 + 2/6 + 1/6 =1

5) P(X3X4/X1X2) = P(aa/ab) =[P(aa)/P(a)] [P(ba)/P(b)]=(0.2/0.4)(0.4/0.6)= 1/2*2/3 = 1/3
6) P(X3X4/X1X2) = P(ab/ab) = P(ab)/P(a) P(ba)/P(b) = (0.2/0.4)(0.4/0.6)= 1/2*2/3 = 1/3

7) P(X3X4/X1X2) = P(ba/ab) = P(ba)/P(b) P(bb)/P(b) =  (0.4/ 0.6) (0.2 /0.6 ) =2/3*1/3 =2/9
8) P(X3X4/X1X2) = P(bb/αb) = P(bb)/P(b) P(bb)/P(b) =  (0.2/0.6 ) (0.2 /0.6 ) = 1/9 
Προφανώς πρέπει  P(aa/ab)+P(ab/ab)+ P(ba/ab)+ P(bb/ab) =1, πράγμα που ισχύει αφού  1/3 +1/3 + 2/9 + 1/9 =1

9) P(X3X4/X1X2) = P(aa/ba) =[P(aa)/P(a)] [P(aa)/P(a)]= (0.2/0.4) 2=0.25 =1/4

10) P(X3X4/X1X2) = P(ab/ba) = P(ab)/P(a) P(aa)/P(a) = (0.2/0.4)(0.2/0.4)= 1/2*1/2 = 1/4

11) P(X3X4/X1X2) = P(ba/ba) = P(ba)/P(b) P(ab)/P(a) =  (0.4/0.6)/ (0.2/0.4) =2/3*1/2 =1/3 =2/6
12) P(X3X4/X1X2) = P(bb/ba) = P(bb)/P(b) P(ab)/P(a) =  (0.2/0.6) (0.2 /0.4) = 1/3*1/2 = 1/6 
Προφανώς πρέπει  P(aa/ba)+P(ab/ba)+ P(ba/ba)+ P(bb/ba) =1, πράγμα που ισχύει αφού  1/4 +1/4 + 2/6 + 1/6 =1
13) P(X3X4/X1X2) = P(aa/bb) =[P(aa)/P(a)] [P(ba)/P(b)]= (0.2/0.4)(0.4/0.6)= 1/2*2/3 =1/3

14) P(X3X4/X1X2) = P(ab/bb) = P(ab)/P(a) P(ba)/P(b) = (0.2/0.4)(0.4/0.6)= 1/2*2/3 = 1/3

15) P(X3X4/X1X2) = P(ba/bb) = P(ba)/P(b) P(bb)/P(b) =  (0.4/0.6) (0.2/0.6) =2/3*1/3 =2/9 
16) P(X3X4/X1X2) = P(bb/bb) = P(bb)/P(b) P(bb)/P(b) =  (0.2/0.6) (0.2/0.6) = 1/3*1/3 = 1/9 
Προφανώς πρέπει  P(aa/bb)+P(ab/bb)+ P(ba/bb)+ P(bb/bb) =1, πράγμα που ισχύει αφού  1/3 +1/3 + 2/9 + 1/9 =1

Επομένως καταλήγουμε στον ακόλουθο πίνακα μετάβασης: 

	
	aa
	ab
	ba
	bb

	aa
	1/4
	1/4
	1/3
	1/6

	ab
	1/3
	1/3
	2/9
	1/9

	ba
	1/4
	1/4
	1/3
	1/6

	bb
	1/3
	1/3
	2/9
	1/9


ΕΡΩΤΗΜΑ 2)
Ζητείται η Hs = - [P(aa)logP(aa) + P(ab) logP(ab) + P(ba) logP(ba) + P(bb) logP(bb)]=  - 0.2 *3 *log 0.2 -0.4 log 0.4 = 0.6 log5 + 0.4 log5 -0.4 = log5 -0.4 bits = 2.32-0.4 =  1.92 bits
 ΕΡΩΤΗΜΑ 3)
Ζητούνται όλες οι πιθανότητες P(X1X2X3X4)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) όπου όλες οι πιθανότητες P(X3X4/X1X2)  έχουν υπολογισθεί στο ερώτημα 1 στον πίνακα μετάβασης.

Είναι 
1) P(aaaa)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(aa) P(aa/aa) =0.2* 1/4  = 1/20
2) P(aaab) = P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(aa) P(ab/aa) = 0.2 *1/4 =1/20

3) P(aaba)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) =P(aa) P(ba/aa) = 0.2 * 1/3  =1/15

4) P(aabb)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(aa) P(bb/αα) =0.2 * 1/6 =1/30

5) P(abaa) = P(X1X2) P(X3X4/X1X2) =P(ab) P(aa/ab) =0.2 *1/3 = 1/15

6) P(abab)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(ab) P(ab/ab) = 0.2 * 1/3 =1/15

7) P(abba) = P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(ab) P(ba/ab) =0.2 * 2/9 =2/45

8) P(abbb)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(ab) P(bb/αb) = 0.2* 1/9 = 1/45 

9) P(baaa)= P(X1X2)P(X3X4/X1X2)= P(ba) P(aa/ba) = 0.4 *1/4 = 1/10

10) P(baab)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(ba) P(ab/ba) = 0.4* 1/4 = 1/10

11) P(baba)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(ba) P(ba/ba) =0.4 * 1/3 = 2/15
12) P(babb)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2)= P(ba) P(bb/ba) =0.4 * 1/6 = 1/15 
13) P(bbaa)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2))= P(bb) P(aa/bb) =0.2 *1/3 = 1/15

14) P(bbab)= P(X1X2)P(X3X4/X1X2)= P(bb) P(ab/bb) = 0.2 * 1/3 =1/15

15) P(bbba)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(bb) P(ba/bb) = 0.2 *2/9 =2/45 
16) P(bbbb)= P(X1X2) P(X3X4/X1X2) = P(bb) P(bb/bb) = 0.2 *1/9 =1/45 
Προφανώς πρέπει σε κάθε περίπτωση το άθροισμα όλων των ανωτέρω πιθανοτήτων των αναφερομένων μηνυμάτων να ισούται με την μονάδα. Πρέπει και αυτό το σημείο να ελεγχθεί προκειμένου να ελεγχθεί η συμβατότητα όλου του έως τώρα αναπτυχθέντος πλαισίου. 
Πράγματι 

2/20 + 8/15 + 1/30 + 2/10 + 6/45 = 9/30 + 30/45 + 1/30 =  30/45 + 1/3 = 6/9 + 1/3 = 2/3+ 1/3 =1  

Οπότε και είναι καλώς ορισμένη η αναφερομένη πηγή Markoff σύνθετων συμβόλων

Κατά συνέπεια το ζητούμενο μέσο πληροφοριακό περιεχόμενο είναι:

Hm = -2 1/20 log(1/20) -6 1/15 log(1/15) – 2 1/10 log(1/10) – 2/15 log(2/15) – 1/30 log(1/30) – 2 1/45 log(1/45) -2 2/45 log(2/45) = 

{ 1/10 log20 + 8/15 log15 -2/15 + 1/5 log10 +1/30 log30 +6/45 log45 -4/45 }  bits  =  4.033 bits  ~~ 4 bits
ΕΡΩΤΗΜΑ 4)
Α) Red = 1- {H(S) χωρίς μνήμη/ max H(S)=log4} = 1-{(log5 -0.4)/log4}= 1-(1/2 log5 -0.2) =  1.2 –1/2 log5 =  0.04
Β) Redεξ = 1 – {H(S)με μνήμη/ H(S)χωρίς μνήμη }

Όπου H(S)με μνήμη = -Σ Pi H(Ki) (σχέση 2.13 στο βιβλίο) με βάση τον ήδη υπολογισμένο πίνακα μετάβασης του ερωτήματος 1 του τρέχοντος θέματος = - 0.2 ( 2 1/4 log1/4 + 1/3 log1/3 +1/6 log1/6) – 0.2 ( 2 1/3 log1/3 +2/9 log2/9 +1/9 log1/9) – 0.4 (2 1/4 log1/4 + 1/3 log1/3 +1/6 log1/6) -0.2 (2 1/3 log1/3 + 2/9 log2/9 + 1/9 log1/9)  
= 0.2 (1/2 log4 +1/3 log3 +1/6 log6) + 0.2 (2/3 log3 + 3/9 log9 -2/9) + 0.4 (1/2 log4 + 1/3 log3 + 1/6 log6) +0.2 (2/3 log3 +3/9 log9 -2/9) bits  =  1.9414 bits
C)  Redολ = 1 – {H(S)με μνήμη/logq}= 1 – {H(S)με μνήμη/log4}= 1 – {H(S)με μνήμη/2}, όπου η H(S)με μνήμη υπολογίσθηκε στο ερώτημα Β ανωτέρω  =  0.0293 
ΘΕΜΑ 6
1. Έστω ένα δυαδικό συμμετρικό κανάλι χωρίς μνήμη. Το κωδικό αλφάβητο συμβόλων στην είσοδο του καναλιού δίδεται από την τυχαία μεταβλητή Χ={0,1} με πιθανότητες εμφάνισης P(X=0)=1/2, P(X=1)=1/2, ενώ η τυχαία μεταβλητή Υ={0,1} συμβολίζει τις τιμές εξόδου. Ο πίνακας μετάβασης του καναλιού είναι 
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a. Να υπολογιστεί η αβεβαιότητα της Χ δεδομένου ότι γνωρίζουμε την Υ. 

b. Να υπολογιστεί η αμοιβαία πληροφορία του καναλιού. 

c. Για ποια τιμή του ‘ε’, η Η(Χ/Υ) παίρνει τη μέγιστη τιμή της; 

d. Για ποια τιμή του ‘ε’, η Ι(Χ;Υ) παίρνει την ελάχιστη τιμή της; 

2. Το δυαδικό κανάλι διαγραφής είναι ένα κανάλι που έχει δύο εισόδους, τις X1=0 και X2=1 και τρεις εξόδους, τις Υ1=0, Υ2=ε και Υ3=1, εκ των οποίων η Υ2=ε είναι αμφίβολη και επομένως πρέπει να διαγραφεί. Εάν ένα τέτοιο κανάλι έχει τον ακόλουθο πίνακα μετάβασης καναλιού:
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a. Να σχεδιαστεί το διάγραμμα καναλιού (όπως τα σχήματα 3.2 και 3.3 του βιβλίου).

b. Αν η πηγή έχει ισοπίθανες εισόδους, να υπολογιστούν οι πιθανότητες των συμβόλων εξόδου του καναλιού για p=0.8.

Απάντηση
1. 
a. Για να βρούμε την αβεβαιότητα της Χ δεδομένου ότι γνωρίζουμε την Υ, δηλαδή, Η(Χ/Υ) θα κάνουμε χρήση του τύπου

Η(Χ,Υ) = Η(Υ) + Η(Χ/Υ)
(1)

Για αυτό πρέπει πρώτα να βρούμε τις πιθανότητες Ρ(Υ=0) και Ρ(Υ=1). Αυτές βρίσκονται από την σχέση
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Από τα παραπάνω προκύπτει ότι 

Η(Υ) = 1
(2)

Οι πιθανότητες Ρ(Χ,Υ) δίνονται από τον τύπο  

Ρ(Χ,Υ)=Ρ(Υ/Χ)Ρ(Χ)

όπου οι Ρ(Υ/Χ) είναι οι πιθανότητες του πίνακα μετάβασης. Έτσι έχουμε

Ρ(Χ=0,Υ=0) = Ρ(Υ=0/Χ=0)Ρ(Χ=0) = (1-ε)(1/2) 

Ρ(Χ=0,Υ=1) = Ρ(Υ=1/Χ=0)Ρ(Χ=0) = ε/2

Ρ(Χ=1,Υ=0) = Ρ(Υ=0/Χ=1)Ρ(Χ=1) = ε/2

Ρ(Χ=1,Υ=1) = Ρ(Υ=1/Χ=1)Ρ(Χ=1) = (1-ε)(1/2)

Οπότε η 

H(X,Y) = -(1-ε)(1/2) log [(1-ε)(1/2)] – (ε/2) log [ε/2] -(1-ε)(1/2) log [(1-ε)(1/2)] – (ε/2) log [ε/2] (
H(X,Y) = -(1-ε) log (1-ε) – ε log ε +1
(3)

Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι 

Η(Χ/Υ) = Η(Χ,Υ) - Η(Υ) = -(1-ε) log (1-ε) – ε log ε                              (4)

b. (ii) Για να βρούμε την αμοιβαία πληροφορία  Ι(Χ;Υ) θα κάνουμε χρήση του τύπου

Ι(Χ;Υ) = Η(Χ) - Η(Χ/Υ)
(5)

Αλλά η εντροπία του Χ, Η(Χ) είναι 1, οπότε από (3) και (5) έχω

Ι(Χ;Υ) = 1 + (1-ε) log (1-ε) +ε log ε

c. Η χωρητικότητα του καναλιού παίρνει την μέγιστη τιμή της όταν υπάρχει απουσία θορύβου και η πηγή παίρνει την μέγιστη τιμή της. Στη συγκεκριμένη περίπτωση η Η(Χ) έχει την μέγιστη τιμή της και το κανάλι είναι χωρίς θόρυβο όταν ε=0 ή ε=1

d. Η χωρητικότητα του καναλιού παίρνει την ελάχιστη τιμή της όταν η  Ι(Χ;Υ) παίρνει την ελάχιστη τιμή της. Παίρνοντας την πρώτη παράγωγο ως προς ε και εξισώνοντας με μηδέν βρίσκουμε ότι η ελάχιστη τιμή είναι όταν ε=0.5 και άρα η χωρητικότητα του καναλιού είναι 0.

2.
a. Σύμφωνα με την εκφώνηση το δυαδικό κανάλι διαγραφής έχει το πιο κάτω διάγραμμα. Η έξοδος y2=ε είναι αμφίβολη και πρέπει να διαγραφεί.
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b. 
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ΘΕΜΑ 7

Κάνουμε δειγματοληψία 2 φορές το ρυθμό Nyquist σε αναλογικό σήμα εύρους ζώνης 6KHz και κάθε δείγμα κβαντοποιείται σε μια από 512 ισοπίθανες τιμές. Υποθέτοντας ότι τα διαδοχικά δείγματα είναι στατιστικά ανεξάρτητα, να βρεθούν:

1. Ο ρυθμός πληροφορίας της πηγής,
2. Αν μπορεί η έξοδος της πηγής να μεταδοθεί χωρίς σφάλματα μέσα από κανάλι, στο οποίο επενεργεί μόνο αθροιστικός λευκός γκαουσσιανός θόρυβος (AWGN), με εύρος ζώνης 10KHz και SNR=30dB,
3. Το SNR που απαιτείται για μετάδοση χωρίς σφάλματα και
4. Το εύρος ζώνης που απαιτείται για μετάδοση χωρίς σφάλματα με SNR=30dB.
(Υπόδειξη: Ισχύει 
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, όπου C η χωρητικότητα του καναλιού, W το εύρος ζώνης και (S/N ή SNR) ο λόγος σήματος προς θόρυβο. Επίσης, σύμφωνα με το δεύτερο θεώρημα κωδικοποίησης (σελ. 94), αν ο ρυθμός πληροφορίας μιας πηγής είναι μικρότερος της χωρητικότητας ενός καναλιού, τότε είναι δυνατή η μετάδοση της πληροφορίας που παράγεται από την πηγή μέσω του καναλιού χωρίς σφάλματα.)
Απάντηση

1. pi=1/512 και αφού έχουμε ισοπίθανες τιμές η εντροπία είναι 
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fM=6KHz, Ρυθμός δειγματοληψίας: fs = 2x(2fM)=24KHz

Ρυθμός πληροφορίας: 
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Επειδή είναι R>C, δεν μπορεί να μεταδοθεί η έξοδος της πηγής χωρίς σφάλματα μέσα από κανάλι AWGN με εύρος ζώνης 10KHz και SNR=30dB.

Το SNR που απαιτείται για μετάδοση χωρίς σφάλματα είναι:
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2. Το εύρος ζώνης που απαιτείται για μετάδοση χωρίς σφάλματα με SNR=30dB είναι:
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	ΘΕΜΑ 1
	10
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	2

	ΘΕΜΑ 2
	16
	

	Ερώτημα 1
	
	12

	Ερώτημα 2
	
	4

	ΘΕΜΑ 3
	16
	

	Ερώτημα 1.α
	
	2

	Ερώτημα 1.b
	
	2

	Ερώτημα 1.c
	
	2

	Ερώτημα 1.d
	
	2

	Ερώτημα 2.α
	
	2

	Ερώτημα 2.b
	
	2

	Ερώτημα 2.c
	
	2

	Ερώτημα 2.d
	
	2

	ΘΕΜΑ 4
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	4

	Ερώτημα 4
	
	3

	ΘΕΜΑ 5
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	4

	Ερώτημα 4
	
	3

	ΘΕΜΑ 6
	20
	

	Ερώτημα 1.α
	
	5

	Ερώτημα 1.b
	
	5

	Ερώτημα 1.c
	
	2

	Ερώτημα 1.d
	
	2

	Ερώτημα 2.α
	
	2

	Ερώτημα 2.b
	
	4

	ΘΕΜΑ 7
	8
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	2

	Ερώτημα 3
	
	2

	Ερώτημα 4
	
	2

	ΣΥΝΟΛΟ
	100
	


Ο συνολικός βαθμός θα διαιρεθεί δια 10, ώστε να προκύψει ο τελικός βαθμός της εργασίας.

Τρόπος – Ημερομηνία Παράδοσης

1. Η εργασία σας θα πρέπει να έχει αποσταλεί στον Καθηγητή-Σύμβουλό σας μέχρι την 22η Απριλίου 2007, ώρα 24:00.
2. Περιμένουμε όλες οι εργασίες να σταλούν μέσω Ηλεκτρονικού Ταχυδρομείου (e-mail) και να είναι γραμμένες σε επεξεργαστή κειμένου (π.χ. MS-Word). 
3. Την 27η Απριλίου 2007 θα δημοσιευθεί ενδεικτική απάντηση για την επίλυση της εργασίας στο site της Θ.Ε. στο Διαδίκτυο, “http://www.di.uoa.gr/~shadj/eap_plh22.html”.
Καλή Επιτυχία!!!
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