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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2007-08)

2η Γραπτή Εργασία 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ
Περιγραφή

Η 2η εργασία περιλαμβάνει  επτά (7) θέματα και έχει ως βασικό στόχο την κατανόηση των συστατικών στοιχείων των αναλογικών διαμορφώσεων, της δειγματοληψίας, και της μετατροπής του αναλογικού σήματος σε ψηφιακό. 

(Σημείωση: Για όλα τα θέματα, μπορείτε να χρησιμοποιήσετε χωρίς απόδειξη τις ιδιότητες των ΜΣ Fourier και τους ΜΣ Fourier χαρακτηριστικών σημάτων από πίνακες.)

ΘΕΜΑ 1

Θεωρήστε τα σήματα 
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 με f1=10Hz, και 
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 καθώς και το σήμα 
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. Αν στο y(t) κάνουμε δειγματοληψία με συχνότητα 800Hz, η οποία είναι διπλάσια της ελάχιστης κατά Nyquist, τότε να υπολογίσετε την περίοδο του y(t).

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Είναι 
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Αφού συχνότητα του 
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 είναι f1’=20Hz, έπεται ότι συχνότητα του 
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Με βάση τα f1’, f2’ υπολογίζουμε τώρα την περιοδικότητα του y(t):

Τ1=1/20sec, T2=1/200sec
T1/T2 είναι ρητός άρα το y(t) είναι περιοδικό με περίοδο 
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 επομένως Τ=1/20sec
ΘΕΜΑ 2

Το φέρον σε ένα DSB σύστημα είναι 
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 και το σήμα μηνύματος είναι 
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. Να βρείτε την αναπαράσταση στο πεδίο συχνοτήτων καθώς και το εύρος ζώνης του διαμορφωμένου σήματος.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Το διαμορφωμένο κατά DSB είναι:
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Παίρνουμε το ΜΣ Fourier του u(t):
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Επομένως το εύρος ζώνης του διαμορφωμένου σήματος είναι 2 Hz.

ΘΕΜΑ 3

(α) Έστω το διαμορφωμένο κατά FM σήμα 
[image: image15.wmf](
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, όπου 
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. Να βρεθεί το εύρος ζώνης του διαμορφωμένου σήματος ως συνάρτηση του α. 

(Υπόδειξη: Η μέγιστη απόκλιση συχνότητας για διαμόρφωση FM από τυχαίο σήμα πληροφορίας m(t) δίνεται από τη σχέση: 
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(β) Έστω το διαμορφωμένο κατά γωνία σήμα 
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 και fc=10kHz. Nα βρεθεί το σήμα πληροφορίας m(t) θεωρώντας fm=20Hz και

(i) θεωρώντας το σήμα x(t) διαμορφωμένο κατά PM με kp=12

(ii) θεωρώντας το σήμα x(t) διαμορφωμένο κατά FM με kf=10π

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
(α)

Δίνεται ότι 
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Το σήμα πληροφορίας είναι το 
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To εύρος ζώνης του διαμορφωμένου σήματος δίνεται από τον κανόνα του Carson:
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όπου 
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Το σήμα πληροφορίας έχει μετασχηματισμό Fourier ¨
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δηλ. είναι ορθογωνικός παλμός εύρους α :
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οπότε έχει εύρος ζώνης 
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Δίνεται επίσης ότι 
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οπότε, 
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και τελικά το εύρος ζώνης του διαμορφωμένου σήματος θα ισούται με:
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(β)

(i) PM
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(ii) FM
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Βλέπουμε ότι μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 
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 γιατί το αποτέλεσμα του ολοκληρώματος πρέπει να έχει ημιτονική μορφή, δηλαδή
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Επομένως
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ΘΕΜΑ 4

Δίνεται το σήμα 
[image: image34.wmf](
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(α) Να υπολογιστεί το φάσμα πλάτους του 
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 και να υπολογιστεί η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας του (Υπόδειξη: να σχεδιάσετε πρόχειρα το φάσμα πλάτους του σήματος). 

(β) Το σήμα 
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διέρχεται από βαθυπερατό φίλτρο με κρουστική απόκριση 
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και στην έξοδο του φίλτρου παρατηρείται το σήμα 
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. Να υπολογιστεί το φάσμα πλάτους και να υπολογιστεί η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας του σήματος 
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(γ) Να υπολογιστεί η έκφραση του σήματος 
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στο πεδίο του χρόνου.

(δ) Το σήμα 
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 δειγματίζεται με συχνότητα δειγματοληψίας (
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) 20πλάσια της ελάχιστης συχνότητας δειγματοληψίας Nyquist. Να γραφούν οι εκφράσεις του δειγματισμένου σήματος στο πεδίο του χρόνου 
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και στο πεδίο των συχνοτήτων 
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(ε) Το δειγματισμένο σήμα διέρχεται από βαθυπερατό φίλτρο και στην έξοδο παρατηρείται το σήμα 
[image: image45.wmf](
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. Να υπολογιστεί το εύρος τιμών της συχνότητας αποκοπής του φίλτρου.

(Σημείωση: Δίνεται ότι ο μετασχηματισμός Fourier ενός σήματος με φάσμα X(f) που δειγματίζεται με συχνότητα δειγματοληψίας fs  ισούται με 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
(α) Δίνεται ότι 
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Ζητείται ο ΜΣ Fourier του 
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. Εργαζόμαστε για κάθε όρο του ξεχωριστά:

Από πίνακες MΣ Fourier γνωρίζουμε ότι:
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Συνεπώς, ο ΜΣ Fourier του 
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άρα το φάσμα πλάτους θα έχει τη μορφή:

[image: image131.png]
Το σήμα δεν είναι περιορισμένου εύρους ζώνης, οπότε δεν μπορεί να εφαρμοστεί το κριτήριο δειγματοληψίας Nyquist.

(β) Το σήμα 
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διέρχεται από βαθυπερατό φίλτρο με κρουστική απόκριση 
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και στην έξοδο του φίλτρου παρατηρείται το σήμα 
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Ο MΣ Fourier της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου υπολογίζεται ως εξής:
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δηλ. η ζώνη διέλευσης του φίλτρου εκτείνεται από τη συχνότητα –α έως τη συχνότητα α: 
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και απομονώνει το παρακάτω απεικονιζόμενο φάσμα:
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To φάσμα 
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μπορεί να γραφεί ως:
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κι εφόσον είναι περιορισμένου εύρους ζώνης, μπορεί να δειγματιστεί με ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας 
[image: image59.wmf],minmax
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(γ) Ζητείται ο αντίστροφος ΜΣ Fourier του φάσματος 
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Δείξαμε ήδη ότι :
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και 
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οπότε έχουμε:
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(δ) Το σήμα 
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 δειγματίζεται με συχνότητα δειγματοληψίας 20πλάσια της ελάχιστης συχνότητας δειγματοληψίας Nyquist. 

Συνεπώς, 
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και η περίοδος δειγματοληψίας θα ισούται με:
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Η έκφραση του δειγματισμένου σήματος στο πεδίο του χρόνου θα ισούται με:
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Η έκφραση του δειγματισμένου σήματος στο πεδίο των συχνοτήτων θα ισούται με:
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Το δειγματισμένο σήμα διέρχεται από βαθυπερατό φίλτρο και στην έξοδο παρατηρείται το σήμα 
[image: image69.wmf](
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Το σήμα 
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 γράφεται αναλυτικά:
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Για καθένα από τους 3 όρους του παραπάνω αθροίσματος υπολογίζουμε το ΜΣ Fourier:
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άρα το σήμα 
[image: image73.wmf](
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δηλ. το βαθυπερατό φίλτρο αφήνει να περάσουν τρία ‘αντίγραφα’ του φάσματος 
[image: image75.wmf](
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οπότε το πεδίο τιμών της συχνότητας αποκοπής του φίλτρου θα πρέπει να έχει εύρος:
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ΘΕΜΑ 5

(α) Ένα αναλογικό σήμα x(t) έχει πεδίο τιμών από [–V, V] και ομοιόμορφη πυκνότητα πιθανότητας. Το σήμα είναι βασικής ζώνης με εύρος συχνοτήτων 5000 Ηz και οδηγείται σε σύστημα PCM ομοιόμορφης κβάντισης με ρυθμό δειγματοληψίας 15000 δειγμάτων/sec. Ο απαιτούμενος λόγος σήματος προς θόρυβο κβαντοποίησης είναι 40dB. Να υπολογίσετε:

(i) Τον ελάχιστο απαιτούμενο αριθμό σταθμών και τον ελάχιστο απαιτούμενο αριθμό bit ανά δείγμα.

(ii) Το ελάχιστο απαιτούμενο εύρος ζώνης συχνοτήτων για τη μετάδοση του PCM.

(β) Για την ακολουθία bits 1011010001111010 να σχηματίσετε τις κυματομορφές με κωδικοποίηση Bipolar NRZ, Unipolar RZ και Manchester.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
 (αi) Πρέπει να βρω μία σχέση που να συνδέει το λόγο σήματος προς θόρυβο SNR (δεδομένο εκφώνησης) με τον αριθμό σταθμών L. 

Από την άσκηση αυτοαξιολόγησης 4.7 έχουμε μια τέτοια σχέση:
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Αν αυτό εκφρασθεί σε dB έχουμε: 
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Συνεπώς 20logL>=40=>logL>=2=>L>=100. Έτσι ο ελάχιστος αριθμός απαιτούμενων σταθμών ομοιόμορφης κβαντοποίησης είναι 100.

Ο ελάχιστος αριθμός bit ανα δείγμα είναι 
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 και επειδή πρέπει να είναι ακέραιος, n=7.

(αii) Ο ρυθμός δειγματοληψίας είναι fs=15000. Το ελάχιστο απαιτούμενο εύρος ζώνης συχνοτήτων είναι 
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1500052.5

22

PCM

n

ffskHz

===


(β) Οι κυματομορφές φαίνονται στο παρακάτω σχήμα.

[image: image135.emf]0

-a a

f

X

2δ

(f)

2f

s

ζώνη διέλευσης φίλτρου

f

s

f

s

+

a

f

s

-

a

- f

s

- f

s

+

a

- f

s

-

a

2f

s

2f

s

+

a

2f

s

-

a

-2f

s

-2f

s

+

a

-2f

s

-

a

X

3

(f)


ΘΕΜΑ 6

Ένα αναλογικό σήμα x(t) εισάγεται σε ανομοιόμορφο κβαντιστή με δύο ζώνες κβάντισης. Το σήμα έχει πεδίο τιμών το [-1, 1] και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τιμών του ισούται με
[image: image81.wmf]()
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και φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

(α) Να υπολογίσετε τις σταθερές α, β, της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας

(β) Η ελάχιστη τιμή του σήματος είναι x0=-1 και η μέγιστη τιμή του είναι x2=1. Να υπολογίσετε εκείνη την τιμή σήματος x1 η οποία χωρίζει το πεδίο τιμών του σήματος σε δύο ισοπίθανες ζώνες.

(γ) Να υπολογίσετε τις στάθμες κβαντισμού m1, m2  έτσι ώστε P(-1≤x≤m1) =  P(m1≤x≤x1) και 

P(x1≤x≤m2) =  P(m2≤x≤x2).
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Υπόδειξη: Η πιθανότητα να πάρει το σήμα τιμή στο διάστημα [x, x+dx] ισούται με f(x)dx. Επίσης, η πιθανότητα να πάρει το σήμα τιμή στο διάστημα [α, β] ισούται με 
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.Τέλος, από τον ορισμό της πιθανότητας, ισχύει: 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
(α) Πρέπει αρχικά να υπολογίσουμε την αναλυτική έκφραση της f(x).  Από το σχήμα, 
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. Γνωρίζουμε επίσης ότι η συνολική πιθανότητα είναι μονάδα, δηλαδή
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Προκύπτει 
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(β) Εφόσον η τιμή x1 χωρίζει το πεδίο τιμών σε δύο ισοπίθανες ζώνες, θα πρέπει: 
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Συνεχίζοντας, 
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Επιλύνοντας το τριώνυμο, και γνωρίζοντας ότι 
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 προκύπτει 
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απορρίπτεται).
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(γ)
Ανάλογα με την άσκηση αυτοαξιολόγησης 4.6 πρέπει να υπολογίσω τα m1, m2  έτσι ώστε P(-1≤x≤m1) =  P(m1≤x≤x1) και P(x1≤x≤m2) =  P(m2≤x≤1)..

P(-1≤x≤m1)= 
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P(m1≤x≤x1) = 
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Συνεπώς για να έχω ισότητα, θα πρέπει 
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Συνεπώς, 
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Άρα m1=0 (η λύση -2 είναι εκτός πεδίου τιμών του σήματος).

Όμοια επιλύεται το m2.

P(x1≤x≤m2) = 
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Επίσης, P(m2≤x≤1)= 
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Συνεπώς για να έχω ισότητα, θα πρέπει 
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Άρα m2=
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0 (η άλλη λύση είναι εκτός πεδίου τιμών του σήματος).

ΘΕΜΑ 7
(α) Δίνεται το σήμα πληροφορίας m(t) = a {cos(6πt) + 4cos(3πt)}, όπου a πραγματικός αριθμός θετικός,  το οποίο διαμορφώνει κατά AM το φέρον σήμα cos(2π 103 t). Ζητείται να ευρεθούν οι συνθήκες για την παράμετρο a ώστε το μεταδιδόμενο σήμα να μην είναι υπερδιαμορφωμένο. 

(β) Δίνεται το αναλογικό σήμα    x(t) = 4 cos(12000πt) + 40 cos(24000 π t) + 9 cos(48000 π t)  για το οποίο γνωρίζουμε ότι μεταδίδεται με χρήση συστήματος PCM. Αν γνωρίζουμε τον ελάχιστο απαιτούμενο σηματοθορυβικό λόγο κβαντοποίησης εξόδου (SNR)PCM = λόγος μέσης ισχύος σήματος / μέσο τετραγωνικό σφάλμα κβαντισμού = 80 dB τότε ζητείται το εύρος ζώνης συχνοτήτων της μετάδοσης αν ο αριθμός μεταδιδόμενων δειγμάτων είναι τριπλάσιος του ελάχιστου απαιτούμενου.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
(α)  Το μεταδιδόμενο ΑΜ σήμα είναι:

xAM(t) = (1+ a(2cos2(3πt) -1 +  4cos(3πt))) cos(2π 103 t) 

βάσει της ταυτότητας cos(2θ) = 2 cos2(θ) -1

και επομένως 

A(t) = 1+ a(2cos2(3πt) -1 +  4cos(3πt)) = 2a cos2(3πt) +4 a cos(3πt) –a +1

Ως γνωστό για τον δείκτη διαμόρφωσης μ ισχύει,

μ = (max {A(t)} – min {A(t)})/ (max {A(t)} + min {A(t)})

Δεδομένου ότι  -1<= cos(x) <=1 και a>0 η εύρεση των max, min τιμών της A(t) έχει ως εξής

Είναι υποχρεωτικό να ευρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης μέσω τυπικής διαδικασίας παραγώγισης.
A(t) =  2a cos2(3πt) +4 a cos(3πt) –a +1 => εύρεση στατικών σημείων της d (A(t))/d(t) =0 => -2 a 2 cos(3πt) sin(3πt) 3π - 4 a sin(3πt) 3π = 0  => 4 a sin(3πt) [cos(3πt) +1] =0 =>  sin(3πt)=0 είτε cos(3πt) = -1  =>  cos(3πt) = 1 είτε  cos(3πt) = -1. Κατά συνέπεια τα ακρότατα της A(t) είναι στα σημεία  cos(3πt) = -1 και  cos(3πt) = 1. Είναι προφανές ότι το minimum αντιστοιχεί στο στατικό σημείο cos(3πt) = -1 ενώ το maximum στο στατικό σημείο cos(3πt) =1 και άρα δεν απαιτείται εύρεση δεύτερης παραγώγου, που σε άλλη περίπτωση θα ήταν υποχρεωτική!
Άρα,
2a-4a-a+1 = -3a +1 <= A(t) <= 2a + 4a -a +1 =5a+1

=>  μ = (max {A(t)} – min {A(t)})/ (max {A(t)} + min {A(t)})

 =  (5 a +1 –(-3 a +1))/ (5 a +1 +(-3 a +1)) = 8 a / (2 a +2) = 4 a/ (a +1)

Άρα, προκειμένου το σήμα xAM(t) να μην είναι υπερδιαμορφωμένο πρέπει μ<1 και συνεπώς 

μ =  4 a/ (a +1) < 1 =>  4 a < a + 1 =>  3 a <1 => a < 1/3

Κατά συνέπεια η συνθήκη για την παράμετρο a είναι υπερδιαμόρφωση υφίσταται αν a > 1/3  ενώ κανονική διαμόρφωση αν a < 1/3

(β) Δεδομένου ότι η ισχύς του σήματος y(t) = A cos(wt) είναι Py = A2/2, συμπεραίνουμε ότι στο δεδομένο σήμα x(t) είναι μέση ισχύς Px =  42/2 + 402/2  + 92/2 = (16 + 1600 + 81)/2 = 1697/2 = 848.5 W. Γνωρίζουμε ότι μέσο σφάλμα κβαντισμού του x(t) = Δ2/12  (Σελ 122 του διδακτικού βιβλίου) και επομένως,

(SNR)PCM = 10 log(848.5/ Δ2/12) = 10 log(848.5 * 12/ Δ2) => 80 <=  10 log(10182/ Δ2) => log(10182/ Δ2) >= 8 => log10182 -2logΔ >= 8 => logΔ <= (περίπου 4 – 8)/2 = περίπου -2=> Δ<= 10^( -2) = περίπου 1/100.

Ο αριθμός τώρα των σταθμών κβάντισης L = {max(x(t) – min(x(t)}/Δ 

Πρέπει τώρα να βρούμε max(x(t), min(x(t).  Παρατηρούμε ότι 

x(t) =  4 cosθ + 40 cos(2θ)  + 9 cos(4θ) όπου θ= 12000 π t.  

Βάσει της ταυτότητας cos(2θ) = 2 cos2(θ) -1, έχω απλώς:

x(t) = 4 cosθ  + 80 cos2θ  -40 +  18 cos22θ -9 = 4 cosθ  + 80 cos2θ  +  18 (2 cos2(θ) -1)2 -49 = 4 cosθ  + 80 cos2θ  + 72 cos4θ  +18 – 72 cos2θ -49 = 4 cosθ  + 8 cos2θ  + 72 cos4θ  -31 = 
72 cos4θ  +  8 cos2θ  + 4 cosθ -31.  

Για τη συνέχεια παρατίθενται δύο εναλλακτικοί τρόποι επίλυσης:
1) Χωρίς την τυπική διαδικασία εύρεσης ακροτάτων συνάρτησης

x(t) = 72 cos4θ  +  8 cos2θ  + 4 cosθ -31  

Δεδομένου ότι  -1<= cos(θ) <=1  =>  0<= cos2θ <=1, 0<= cos4θ <=1

=>

0 + 0 -4 -31 <= x(t) <= 72 +8+4-31 => -35 <= x(t) <=53.   Με αυτή τη διαδικασία συνάγεται ότι το σήμα ευρίσκεται στην ζώνη   -35 <= x(t) <=53. 
2) Με τυπική διαδικασία εύρεσης ακροτάτων

Πρώτα βρίσκουμε τα στατικά σημεία της συνάρτησης x(t) ως προς θ 
d/dθ(72 cos4θ  +  8 cos2θ  + 4 cosθ -31)=0 => -sinθ( 288 cos3θ  +  16 cosθ  + 4)=0.

Το ένα ακρότατο είναι στο sinθ=0 => θ=0 και άρα xmαχ =53.

Η επίλυση της τριτοβάθμιας εξίσωσης δίνει cosθ= -1/6 το οποίο με αντικατάσταση δίνει

 xmin= -31.3889.

Με αυτή τη διαδικασία συνάγεται ότι το σήμα ευρίσκεται στην ζώνη   -31.3889 <= x(t) <=53. Παρατηρούμε ότι η απόκλιση των δύο λύσεων είναι μικρή στην δεδομένη περίπτωση. Αν και τυπικά προκειμένου να κβαντιστεί ΜΕ ΒΕΛΤΙΣΤΟ ΤΡΟΠΟ το σήμα  πρέπει να ευρεθούν τα ακρότατά του εν τούτοις η προσεγγιστική λύση μας δίδει μια καλή εκτίμηση. Στην προκείμενη περίπτωση και οι δύο λύσεις οδηγούν σε βέλτιστη κβάντιση/ κωδικοποίηση. 
Από την λύση 1 ανωτέρω προκύπτει

L = {max(x(t) – min(x(t)}/Δ  = 53-(-35)/0.01 = 8800 => 14> n=log2L > 13 άρα  n = 14 bits. (213 = 8192,  214 = 16384)
Από την λύση 2 ανωτέρω προκύπτει

Συνεπώς, L = {max(x(t) – min(x(t)}/Δ  = 84.3889/0.01 = 8438,9 => n=13,048 άρα n= 14 bits.
Κατά συνέπεια τα δείγματα πρέπει να κωδικοποιούνται με αριθμό bits n = [log2L] ([Χ] o πλησιέστερος προς τα πάνω ακέραιος του X ) = 14 bits και για τις δύο λύσεις, τόσο την προσεγγιστική όσο και την ακριβή 

To ζητούμενο τώρα εύρος μετάδοσης fPCM = n/2 3 fs(Nyquist) (δεδομένου ότι η εκφώνηση μας λέει για 3 πλάσιο ρυθμό δειγματοληψίας του Nyquist) =  14/2 *3 * 2* 24000 = 7 * 6 *24000 Hz = 1008 Khz =1,008 Mhz (φυσικά φαίνεται από το σήμα μας ότι η μέγιστη συχνότητα είναι 24000 Hz και άρα fs(Nyquist)  = 2* 24000= 48000 Hz. Οι συχνότητες του σήματος είναι 12000π/2π = 6Khz,  24000π/2π = 12Khz, και 48000π/2π = 24Khz  )
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