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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε ΠΛΗ22 (2011-12) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ #4 
Στόχος: 
Βασικό στόχο της 4ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με τα μέτρα ποσότητας πληροφορίας τυχαίων μεταβλητών (Κεφάλαιο 1), τις σχετικές έννοιες και τα μέτρα διακριτών πηγών χωρίς μνήμη και με μνήμη (Κεφάλαιο 2), καθώς και με τις ιδιότητες κωδίκων και την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής (Κεφάλαιο 2). Επίσης, στους στόχους συμπεριλαμβάνεται και η εξοικείωση με θέματα σχετικά με τον μέγιστο ρυθμό μετάδοσης (χωρητικότητα) και την κωδικοποίηση πληροφορίας ψηφιακών καναλιών επικοινωνίας (Κεφάλαιο 3). 
	ΘΕΜΑ 1

	 Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με την έννοια της εντροπίας τυχαίας μεταβλητής, καθώς και με τις έννοιες της υπό συνθήκη, συνδυασμένης και αμοιβαίας ποσότητας πληροφορίας δύο ή περισσότερων τυχαίων μεταβλητών. Σχετικές ασκήσεις: Θ1/ΓΕ4/2005-6, Θ1/ΓΕ4/2006-7, Θ1/ΓΕ4/2008-9, Θ1/ΓΕ4/2009-10.

	Δίδεται η τυχαία μεταβλητή Χ, η οποία αναπαριστά το επίπεδο χοληστερίνης ενός ατόμου, με δύο δυνατά αποτελέσματα, x1= «χοληστερίνη εντός επιτρεπτών ορίων» και x2= «υψηλή χοληστερίνη». Επίσης, θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή W, η οποία αναπαριστά το αν το άτομο ασκείται σωματικά, με w1= «επιδίδεται σε σωματική άσκηση» και w2= «δεν ασκείται σωματικά», την Y για το είδος της εργασίας του με y1= «δεν κάνει δουλειά γραφείου» και y2= «κάνει δουλειά γραφείου» και, τέλος, τη Ζ για το είδος διατροφής που ακολουθεί, με z1= «μεσογειακή διατροφή» και z2= «διατροφή πλούσια σε ζωϊκά λίπη». Οι πιθανότητες p(xi, wj, yk )  του συνδυασμού των τυχαίων μεταβλητών (Χ, (W, Υ)) και  p(xi, yk,, zl ) του (Χ, (Υ, Ζ)) περιέχονται στους κατωτέρω πίνακες.
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Ζητείται να υπολογίσετε
1. Τις Η(Χ), Η(W), Η(Y) και Η(Z),
2. Τις συνδυασμένες ποσότητες πληροφορίας Η(Χ, Υ), Η(Χ, Z), Η(Χ,W), H(X, W, Z) και H(X,Y, Z), 
3. Τις υπό συνθήκη ποσότητες πληροφορίας H(X/W), H(X/Y), H(X/Z), Η(Χ/(W,Υ)), και Η(Χ/(Y,Z)).
Επίσης, ζητείται 

4. να επιλέξετε εκείνη την τυχαία μεταβλητή εκ των W, Y, Z, ή εκείνον τον συνδυασμό δύο τυχαίων μεταβλητών εκ των (W, Y) και (Y, Z) που επιτρέπει την καλύτερη πρόβλεψη της Χ, όταν γίνεται γνωστή η τιμή της τυχαίας αυτής μεταβλητής ή οι τιμές του συνδυασμού των τυχαίων μεταβλητών. Αιτιολογήστε την απάντησή σας. 

	Ενδεικτική Μεθοδολογία:  Πρώτα πρέπει να υπολογίσετε τις ακραίες, κοινές και υπό συνθήκη πιθανότητες που απαιτούνται και ακολούθως να εφαρμόσετε τους τύπους για την εύρεση των ζητούμενων μέτρων. Για την απάντηση του ερωτήματος 4, να λάβετε υπόψη τα κατάλληλα μέτρα ποσότητας πληροφορίας. 


Απάντηση
Από τις συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, wj,  yk ),  p(xi, yk, zl ) και  p(xi, zl, wj ) μπορούμε να υπολογίσουμε τις ακραίες πιθανότητες p(xi), p(wj), p(yk) και p(zl), τις συνδυασμένες p(xi, wj), p(xi, yk), p(xi, zl), p(wj, yk) και p(yk, zl), καθώς και τις αντίστοιχες υπό συνθήκη πιθανότητες. Από τις σχέσεις της σελίδας 24 του βιβλίου λαμβάνουμε
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Έτσι, οι ως άνω πιθανότητες για τη Χ είναι (7/16, 9/16), τον συνδυασμό (Χ, W), (5/16, 2/16, 3/16, 6/16), τον (X, Y), (6/16, 1/16, 2/16, 7/16), τον (Χ,Ζ), (5/16, 2/16, 4/16, 5/16), την W, (1/2,1/2), την Y, (1/2, 1/2), τη Z, (9/16, 7/16), τον συνδυασμό (W,Y), (5/16, 3/16, 3/16, 5/16 )και τον (Υ,Ζ), (5/16, 3/16, 4/16, 4/16). 

Οι υπό συνθήκη πιθανότητες περιέχονται στον ακόλουθο πίνακα (υπενθυμίζουμε ότι 
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, σελίδες 25-26 του βιβλίου):
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1. Με τον τύπο της σελίδας 28 του βιβλίου υπολογίζουμε τις εντροπίες H(X), H(W), H(Y) και Η(Ζ). 
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H(W)=H(Y)=1 bit και H(Z)=H(X)=0,9879 bits.

2. Για τον υπολογισμό της συνδυασμένης ποσότητας πληροφορίας Η(Χ, W), H(X, Y), H(X,Z), H(X, W, Z) και H(X,Y, Z) δείτε το σχετικό τύπο στη σελίδα 34 του βιβλίου:
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Κατά παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε Η(Χ, Υ)=1,67738 bits και H(X, Z)=1,92318 bits.
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Αντίστοιχα, 
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3. Για τον υπολογισμό των υπό συνθήκη ποσοτήτων πληροφορίας H(X/W), H(X/Y), H(X/Z), Η(Χ/(W,Υ)), και Η(Χ/(Y,Z)) μπορούμε να κάνουμε χρήση του τύπου της σελίδας 36 του βιβλίου ή της πρότασης 1.3 που περιέχεται στη σελίδα 37 του βιβλίου.
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Εφαρμόζοντας την πρόταση 1.3, έχουμε H(X/W)=H(X,W)-H(W)=1,882719-1=0,882719 bits.
Παρόμοια, υπολογίζουμε H(X/Y)=0,6774 bits, H(X/Z)=0,93419, Η(Χ/(W,Υ))=0,57 bits, και Η(Χ/(Y,Z))= 0,60 bits.
4. Για την επιλογή της καταλληλότερης εκ των δεδομένων τυχαίων μεταβλητών W, Y και Ζ ή του καταλληλότερο εκ των συνδυασμών (W, Y) και (Y,Z), πρέπει να λάβουμε υπόψη είτε τις σχετικές αμοιβαίες πληροφορίες μεταξύ της Χ και εκάστης ή εκάστου εξ΄ αυτών είτε τις αντίστοιχες υπό συνθήκη ποσότητες πληροφορίας. Συγκεκριμένα, η υψηλότερη αμοιβαία πληροφορία αποκαλύπτει την τυχαία μεταβλητή ή τον συνδυασμό των τυχαίων μεταβλητών που περιέχει περισσότερη πληροφορία για την X και είναι επομένως η ζητούμενη λύση, ενώ η χαμηλότερη υπό συνθήκη ποσότητα πληροφορίας αποκαλύπτει την τυχαία μεταβλητή ή τον συνδυασμό τυχαίων μεταβλητών που αφήνει τη μικρότερη αβεβαιότητα ως προς την έκβαση της Χ και είναι επομένως η καταλληλότερη λύση για την πρόβλεψη της Χ. Από τα αποτελέσματα του ερωτήματος 3, η καλύτερη πρόβλεψη της Χ επιτυγχάνεται με προηγούμενη γνώση του συνδυασμού (W,Y). 

Αυτό μπορεί επίσης να δειχθεί και με τις αμοιβαίες πληροφορίες, οι οποίες έχουν ως ακολούθως:

Ι(Χ;W)= Η(X)-Η(Χ/W)= 0,9879-0,882= 0,1059  bits,

Ι(Χ;Y)= Η(X)-Η(Χ/Y)= 0,9879-0,6774= 0,3105 bits,

Ι(X;Ζ)= Η(X)-Η(X/Z)= 0,9879-0,93419= 0, 0537 bits,

Ι(Χ;(W,Υ))= 0,9879-0,57= 0,4179 bits,

I(X;(Y,Z))= 0,9879-0,60=0, 3879  bits. 

	ΘΕΜΑ 2

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με την έννοια της εντροπίας τυχαίας μεταβλητής και  πηγής πληροφορίας. 

	Θεωρούμε τη δυαδική πηγή χωρίς μνήμη, η οποία παράγει τα σύμβολα 0 και 1, με πιθανότητες p και (1-p), αντίστοιχα. Έστω ότι συμβολίζουμε την έξοδο της πηγής με Xi. Για κάθε ζεύγος εξόδων Χ2kX2k+1 της πηγής ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή Ck η οποία ισούται με τον αριθμό των «0» στο ζεύγος Χ2kX2k+1. Δηλαδή οι δυνατές τιμές της Ck είναι οι 0,1 και 2.

1. α. Ποια είναι η κατανομή της Ck; 

β. Αν θεωρήσουμε ότι οι Ck είναι έξοδοι μιας πηγής (η οποία παράγει σύμβολα με το μισό ρυθμό σε σχέση με την πηγή που παράγει τις Χi), η πηγή αυτή έχει μνήμη;

2. Βρείτε την εντροπία του ζεύγους (Χ2k, X2k+1), την εντροπία της Ck καθώς και τη διαφορά τους, Η(Χ2k, X2k+1)-H(Ck). Τι παρατηρείτε; Ποια εντροπία περιμένετε να είναι μεγαλύτερη και γιατί;

3. Για ποια τιμή του p μεγιστοποιείται η διαφορά Η(Χ2k , X2k+1)-H(Ck); Υπάρχουν τιμές του p για τις οποίες Η(Χ2k , X2k+1)=H(Ck)

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για την απάντηση του ερωτήματος 2, υπολογίζουμε και συγκρίνουμε τις ζητούμενες ποσότητες πληροφορίας, λαμβάνουμε δε για τις παρατηρήσεις μας υπόψη τον ανεξάρτητο ή εξαρτημένο χαρακτήρα της εκπομπής των συμβόλων,  το πλήθος των διαφορετικών τιμών του συνδυασμού (Χ2k, X2k+1)  και της Ck, καθώς και τη σχέση μεταξύ των πιθανοτήτων εμφάνισής τους. Για το ερώτημα 3, προσδιορίζουμε το μέγιστο της σχετικής απάντησης του ερωτήματος 2. 


Απάντηση

1. . Εφόσον η πηγή παράγει τα σύμβολα χωρίς μνήμη αυτό σημαίνει ότι δύο οποιαδήποτε διαδοχικά σύμβολα παράγονται ανεξάρτητα το ένα από το άλλο. Οι πιθανοί συνδυασμοί για κάθε ζεύγος εξόδων είναι Χ2kX2k+1 είναι 00, 01, 10 και 11 και εφόσον τα γεγονότα είναι ανεξάρτητα οι πιθανότητες για κάθε συνδυασμό είναι ως ακολούθως:
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(α)

Συνεπώς η κατανομή της τ.μ. Ck είναι:
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(β)

Τέλος η πηγή δεν έχει μνήμη καθότι η παραγωγή των συμβόλων 0,1 είναι ανεξάρτητη κατά συνέπεια και οι τιμές της Ck είναι κι αυτές ανεξάρτητες μεταξύ τους.

2. Από τη σχέση (1) έχουμε:
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Το παραπάνω αποτέλεσμα ήταν αναμενόμενο καθότι οι τ.μ. Χ2k και Χ2k+1 είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και η εντροπία της κάθε μίας είναι Η(Χ2k)=Η(p) οπότε η εντροπία της συνδυασμένης τ.μ. Χ2kΧ2k+1 θα είναι Η(p)+Η(p)=2H(p).

Ισοδύναμα από τη σχέση (2) έχουμε:
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Άρα 


Η(Χ2k X2k+1)-H(Ck)=2p(1-p)
(3)

Παρατηρούμε δηλαδή ότι η εντροπία της H(Ck) είναι μικρότερη της Η(Χ2kX2k+1) που σημαίνει ότι γνωρίζουμε περισσότερα για την H(Ck) από ότι για την Η(Χ2k X2k+1). Αυτό είναι αναμενόμενο καθότι αν έχουμε πάρει ένα 1 τότε γνωρίζουμε ότι η Ck δεν μπορεί να πάρει την τιμή 2. Ομοίως αν πάρουμε ένα 0 τότε γνωρίζουμε ότι η Ck δεν μπορεί να πάρει την τιμή 0.

3. Από τη σχέση (3) βλέπουμε ότι η διαφορά μεγιστοποιείται όταν p=1/2 ενώ Η(Χ2k X2k+1)=H(Ck) όταν p=1 ή p=0.

	ΘΕΜΑ 3

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με  τις ιδιότητες κωδίκων συμπίεσης γενικά και ειδικότερα με χαρακτηριστικά κωδίκων Huffman. Σχετικές ασκήσεις: Παράδειγμα 2.4 του βιβλίου και ΓΕ/2004-5/Θ3, ΓΕ4/2003-4/Θ3, ΓΕ4/2006-7/ Θ3, ΓΕ4/2010-11/Θ3.

	Ζητείται να εξεταστεί αν οι ακόλουθοι κώδικες είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμοι και άμεσοι και σε καταφατική περίπτωση αν είναι κώδικες Huffman. Για τους κώδικες Huffman, να προτείνετε κατάλληλες κατανομές πιθανοτήτων των συμβόλων της πηγής που κωδικοποιούν.   

1. {00, 01, 10, 11},
2. {1, 01, 010, 011}, 
3. {01, 10, 11, 000, 111},
4. {01, 10, 11, 000, 001},
5. {010, 0001, 0110, 1100, 00011, 00110, 11110, 101011}.
Στο ερώτημα 5, αν η απάντησή σας είναι αρνητική, να προσπαθήσετε να τροποποιήσετε κατάλληλα τον κώδικα αυτό ώστε να πληροί τις ως άνω ιδιότητες χωρίς όμως η καινούρια ή οι καινούριες κωδικές λέξεις που θα αντικαταστήσει(ουν) την παλιά να έχει διαφορετικό μήκος. Τέλος να εξετάσετε και να εξηγήσετε αν ο κώδικας που διορθώσατε είναι βέλτιστος και αν όχι να προτείνετε έναν βέλτιστο κώδικα για κάποια κατάλληλη κατανομή πιθανοτήτων.


	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Πρώτα εξετάζουμε αν οι κώδικες είναι ελεύθεροι προθέματος. Ακόμα, λαμβάνουμε υπόψη ένα βασικό χαρακτηριστικό των κωδίκων Huffman, το οποίο προέρχεται από τον τρόπο σχηματισμού των κωδικών λέξεων και ιδίως των συμβόλων της πηγής που συγχωνεύτηκαν πρώτα κατά την εφαρμογή του αλγορίθμου κωδικοποίησης Huffman, δηλαδή, στην προκειμένη δυαδική κωδικοποίηση, των δύο συμβόλων της πηγής με τις πιο χαμηλές πιθανότητες εμφάνισης. Για την εύρεση κατάλληλης κατανομής πιθανοτήτων των συμβόλων της πηγής, εφαρμόζουμε για επαλήθευση τον αλγόριθμο κωδικοποίησης Huffman για ενδεχόμενες κατανομές, αφού κάνουμε εύλογες υποθέσεις για τις πιθανότητες των συμβόλων από τα μήκη των αντίστοιχων κωδικών λέξεων. 

Για τον κώδικα του ερωτήματος 5 και εναλλακτικά για τους κώδικες των άλλων ερωτημάτων, συνιστάται να σχηματίσετε το αντίστοιχο δυαδικό δένδρο και να βασιστείτε σε αυτό για τις απαντήσεις σας.  


Απάντηση

Ένας κώδικας του οποίου καμιά από τις κωδικές λέξεις δεν αποτελεί πρόθεμα άλλης κωδικής λέξης λέγεται κώδικας ελεύθερος προθέματος πληροί όλες τις ιδιότητες, αφού κάθε κωδική λέξη μπορεί να αποκωδικοποιηθεί αμέσως στον προορισμό και δεν υπάρχουν ακολουθίες κωδικών λέξεων που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ακολουθίες συμβόλων της πηγής και ταυτίζονται. 

1. Ο κώδικας είναι ελεύθερος προθέματος και επομένως είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος. Επίσης, παρατηρούμε ότι μπορεί να προέλθει με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman, π.χ. για κατανομή πιθανοτήτων των 4 συμβόλων της πηγής {0,25, 0,25, 0,25, 0,25}.
2. Ο 2ος κώδικας δεν είναι ελεύθερος προθέματος, αφού η 2η κωδική λέξη ‘01’ είναι πρόθεμα της 3ης και 4ης κωδικής λέξης ‘010’ και ‘011’, αντίστοιχα.
3. Επίσης, ο 3ος κώδικας δεν είναι ελεύθερος προθέματος, αφού η 3η κωδική λέξη ‘11’ είναι πρόθεμα της 5ης κωδικής λέξης ‘111’.

4. Ο 4ος κώδικας είναι ελεύθερος προθέματος και επομένως είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος. Επίσης, παρατηρούμε ότι μπορεί να προέλθει με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman, π.χ. για κατανομή πιθανοτήτων των 4 συμβόλων της πηγής {0,25, 0,25, 0,2, 0,15, 0,15}.
5. Ο κώδικας δεν είναι άμεσος καθώς φαίνεται από το σχήμα που απεικονίζει το δυαδικό δέντρο. Βλέπουμε ότι η Χ5 έχει σαν ρίζα την Χ2 (γαλάζιο τόξο στο σχήμα) και αυτό σημαίνει ότι δεν μπορεί να γίνει άμεσα η κωδικοποίηση καθότι 

[image: image20]
Επίσης δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος καθώς υπάρχουν ακολουθίες που δεν μπορούν να αποκωδικοποιηθούν με μοναδικό τρόπο όπως είναι οι
X2 X8 X4 X3=0001 101011 1100 0110

X5 X1 X7 X6=00011 010 11110 00110
Για να είναι άμεσος και μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος θα πρέπει να αντικαταστήσουμε την Χ5 με μία κωδική λέξη ίσου μήκους από τις διαθέσιμες κωδικές λέξεις του δένδρου που δεν έχει ρίζα κάποιες από τις υπόλοιπες κωδικές λέξεις π.χ. την Χ5΄=00001

Είναι επίσης προφανές ότι ο κώδικας που προκύπτει δεν είναι βέλτιστος αφού μπορούμε να αντικαταστήσουμε κωδικές λέξεις με μικρότερο μήκος. Έτσι από το δυαδικό δένδρο πάλι μπορούμε να δημιουργήσουμε τον ακόλουθο βέλτιστο κώδικα, αφού παρατηρούμε ότι μπορεί να είναι Huffman για κάποια κατανομή πιθανοτήτων, για παράδειγμα {0,125, 0,0625, 0,125, 0,125, 0,0625, 0,125, 0,125, 0,25}.
	X1
	010

	X2
	0001

	X3΄ν
	011

	X4΄
	110

	X5΄΄
	0000

	X6΄
	001

	X7΄
	111

	X8΄
	10


	ΘΕΜΑ 4

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τον υπολογισμό μέτρων ποσότητας πληροφορίας και την εφαρμογή των αλγορίθμων κωδικοποίησης. Σχετικά θέματα μπορείτε να βρείτε σε ΓΕ4 περασμένων ετών, όπως ΓΕ4/2010-11/Θ3, ΓΕ4/2009-10/Θ2, ΓΕ4/2008-09/Θ3, ΓΕ4/2006-7/Θ4 και Θ3/ΓΕ/2004-5.

	Θεωρούμε την πηγή που εκπέμπει τα στατιστικά ανεξάρτητα σύμβολα Α, Β, Γ, Δ, Ε, το πληροφορικό περιεχόμενο των οποίων περιέχεται στον ακόλουθο πίνακα: 
Σύμβολο

Πληροφορικό περιεχόμενο (bits/symbol)

A
1.81

B
1.38

Γ

2.42

Δ

3.14

Ε

4.96

Ζητούνται τα εξής:

1. Η εντροπία της πηγής.

2. Κώδικας Shannon για τα σύμβολα της πηγής και η επίδοσή του.
3. Κώδικας καλύτερος αυτού που προέκυψε στο ερώτημα 2 και η επίδοσή του.

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Αρχικά να βρεθούν οι πιθανότητες των συμβόλων και τα ζητούμενα μέτρα πληροφορίας και ακολούθως να εφαρμοσθούν οι κατάλληλοι  αλγόριθμοι κωδικοποίησης και ο τύπος υπολογισμού της επίδοσης κώδικα.


Απάντηση
1). Γνωρίζω ότι το πληροφορικό περιεχόμενο της πηγής εκφράζεται από το [image: image22.png]


 Oπότε θα έχουμε π.χ. Σύμβολο “A”:  [image: image24.png]



	Σύμβολο
	Πληροφορικό περιεχόμενο (bits/symbol)
	Πιθανότητα εκπομπής συμβόλων

	A
	1.81
	0.285

	B
	1.38
	0.384

	Γ
	2.42
	0.186

	Δ
	3.14
	0.113

	Ε
	4.96
	0.032


Οπότε η εντροπία της πηγής θα δίνεται από 

[image: image25.png]HOO == ) ol log (o)




Eπομένως, εφαρμόζοντας τα αριθμητικά δεδομένα θα έχουμε

 
[image: image26.png]HOD == [ O o 0113 0032 tog 0032 ]
- +0.113 - log; (0.113) + 0.032 - log; (0.032)
= 0516 + 0.530 + 0.451 + 0.355 + 0.158 = 2.01




Eναλλακτικά (Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιώ περισσότερα δεκαδικά ψηφία αυξάνοντας την ακρίβεια της λύσης)

Οπότε υπολογίζουμε ξανά τις πιθανότητες των συμβόλων με τη χρήση του πληροφορικού περιεχομένου της πηγής,  [image: image28.png]


 
Επομένως θα έχουμε π.χ. Σύμβολο “A”:  [image: image30.png]



	Σύμβολο
	Πληροφορικό περιεχόμενο (bits/symbol)
	Πιθανότητα εκπομπής συμβόλων

	A
	1.81
	0.2851

	B
	1.38
	0.3842

	Γ
	2.42
	0.1868

	Δ
	3.14
	0.1134

	Ε
	4.96
	0.0321


Οπότε η εντροπία της πηγής θα δίνεται από 

[image: image31.png]HOO == ) ol log (o)




Eπομένως, εφαρμόζοντας τα αριθμητικά δεδομένα θα έχουμε

 

[image: image33.png]HOD == [ ot tog, (0113 - 0,031 tog Q03 ]
- +0.1134 - log, (0.1134) + 0.0321 - log, (0.0321)





[image: image34.png]0.5161 +0.5302 + 0.4521 + 0.3561 + 0.1592
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2). Για τη μέθοδο Shannon  θα χρησιμοποιήσουμε τη φθίνουσα σειρά των συμβόλων

	Σύμβολο
	Πληροφορικό περιεχόμενο (bits/symbol)
	Πιθανότητα εκπομπής συμβόλων

	B
	1.38
	0.384

	A
	1.81
	0.285

	Γ
	2.42
	0.186

	Δ
	3.14
	0.113

	Ε
	4.96
	0.032


Και μετά εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο Shannon
Προκειμένου να βρεθεί η απόδοση της πηγής, θα πρέπει να υπολογισθεί το μέσο μήκος του κώδικα
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Oπότε η απόδοση της πηγής ορίζεται ως

[image: image38.png]H(S
n :% =380.14%




Eναλλακτικά (Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιώ περισσότερα δεκαδικά ψηφία αυξάνοντας την ακρίβεια της λύσης)

Για τη μέθοδο Shannon  θα χρησιμοποιήσουμε τη φθίνουσα σειρά των συμβόλων

	Σύμβολο
	Πληροφορικό περιεχόμενο (bits/symbol)
	Πιθανότητα εκπομπής συμβόλων

	B
	1.38
	0.3842

	A
	1.81
	0.2851

	Γ
	2.42
	0.1868

	Δ
	3.14
	0.1134

	Ε
	4.96
	0.0321


Και μετά εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο Shannon
Προκειμένου να βρεθεί η απόδοση της πηγής, θα πρέπει να υπολογισθεί το μέσο μήκος του κώδικα
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Oπότε η απόδοση της πηγής ορίζεται ως

[image: image42.png]H(S
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Σχόλιο : Oπως γνωρίζουμε ο κώδικας Shannon αναφέρεται σε δυαδικό ανάπτυγμα και επομένως η ακρίβεια των δεκαδικών ψηφίων είναι σημαντική. Μια ένδειξη για το πλήθος των δεκαδικών είναι ότι θα πρέπει να είναι περίπου της ίδιας τάξης με το μήκος της κωδικής λέξης δηλ. για μέγιστο μήκος 5 κωδικής λέξης μια ακρίβεια τουλάχιστον τεσσάρων δεκαδικών ενδείκνυται εκτός και αν η άσκηση δίνει τις πιθανότητες σαν δεδομένες οπότε ακολουθούμε πλήρως τις υποδείξεις.    

3). Παρατηρώ ότι [image: image44.png]H(S)< L



, οπότε δυνητικά υπάρχει το περιθώριο βελτίωσης με τη χρήση βέλτιστων κωδίκων. Γνωρίζω ότι ο κώδικας Huffman δίνει βέλτιστους κώδικες και εφαρμόζοντάς τον θα έχουμε
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Οπότε το μέσο μήκος του κώδικα
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[image: image47.png]L=0384-1+0285-2+0.186-3+0.113-4+0.032-4 = 2.092




Oπότε η απόδοση της πηγής ορίζεται ως

[image: image48.png]=29 ey
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Παρατηρούμε ότι ο κώδικας Huffman έχει μεγαλύτερη απόδοση από τον Shannon αφού το μέσο μήκος του κώδικα είναι μικρότερο από προηγουμένως. Επομένως ο κώδικας αυτός είναι βέλτιστος.  

	ΘΕΜΑ 5

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τον υπολογισμό του ρυθμού πληροφορίας πηγής και τη σημασία του δεύτερου θεωρήματος κωδικοποίησης του Shannon σχετικά με τη δυνατότητα ή μη μετάδοσης χωρίς σφάλματα για δεδομένο ρυθμό πληροφορίας πηγής, χωρητικότητα καναλιού και SNR.. Σχετικά θέματα ΓΕ4/2005-6/Θ5, ΓΕ4/2006-7/Θ7, ΓΕ4/2008-9/Θ5.

	Δίνεται αναλογικό σήμα με εύρος ζώνης 5 KHz, το οποίο δειγματίζεται με ρυθμό 4πλάσιο του ελάχιστου ρυθμού Nyquist. Τα διαδοχικά δείγματα είναι στατιστικά ανεξάρτητα μεταξύ τους και κβαντίζονται ισοπίθανα σε 1024 διαφορετικές τιμές. 
Ζητούνται τα ακόλουθα:

1. Ο Ρυθμός πληροφορίας της πηγής.,
2. Να δείξετε ότι δεν είναι δυνατή η μετάδοση της πληροφορίας της πηγής χωρίς σφάλματα σε ένα κανάλι με εύρος ζώνης 100KHz και SNR 10 dB.
3. Τι SNR θα απαιτούνταν για μετάδοση της ως άνω πληροφορίας χωρίς σφάλματα σε κανάλι εύρους ζώνης 100KHz; 

4. Tι εύρος ζώνης θα έπρεπε να έχει το κανάλι επικοινωνίας για μετάδοση της ως άνω πληροφορίας χωρίς σφάλματα και με SNR 10dB;


	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Iσχύει 
[image: image49.wmf](
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, όπου C η χωρητικότητα του καναλιού, W το εύρος ζώνης και SNR ο λόγος σήματος προς θόρυβο. Επίσης, να βασιστείτε στο δεύτερο θεώρημα κωδικοποίησης του Shannon.


Απάντηση
1. pi=1/1024 και αφού έχουμε ισοπίθανες τιμές η εντροπία είναι 
[image: image50.wmf]2
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fM=5KHz άρα ο ρυθμός δειγματοληψίας είναι: fs = 4x(2fM)=40KHz
Επομένως ο ρυθμός πληροφορίας είναι: 
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2. 
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Επειδή είναι R>C, δεν μπορεί να μεταδοθεί η έξοδος της πηγής χωρίς σφάλματα μέσα από κανάλι AWGN με εύρος ζώνης 100KHz και SNR=10dB.

3. Το SNR που απαιτείται για μετάδοση χωρίς σφάλματα είναι:
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4. Το εύρος ζώνης που απαιτείται για μετάδοση χωρίς σφάλματα με SNR=10dB είναι:
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	ΘΕΜΑ 6

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τις πηγές πληροφορίας με μνήμη που μοντελοποιούνται με αλυσίδες Markoff και τη δυνατότητα σχηματισμού πολλαπλών κωδίκων, δηλαδή κώδικα των συμβόλων της πηγής για κάθε κατάσταση. Σχετικά θέματα ΓΕ4/2005-6/Θ5, ΓΕ4/2006-7/Θ7, ΓΕ4/2008-9/Θ5.

	Δίδεται στατική πηγή Markoff 1ης τάξης, με αλφάβητο τα σύμβολα φ, χ, και ψ. Ο πίνακας μετάβασης της πηγής περιγράφεται στο ακόλουθο διάγραμμα:


[image: image55]
Ζητούνται τα ακόλουθα: 

1. Οι οριακές πιθανότητες εκπομπής των συμβόλων φ, χ και ψ.

2. Η εντροπίας της πηγής, H(S).

3. Άριστος δυαδικός κώδικας των συμβόλων της πηγής αυτής Markoff, οποίος μπορεί να είναι διαφορετικός για κάθε κατάστασή της. Εξηγείστε γιατί ο συνολικός κώδικας που προκύπτει είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άριστος. Πως κωδικοποιείται στον πομπό η ακολουθία «φχχψφχχψφψφ» και πως πραγματοποιείται η αποκωδικοποίηση στον δέκτη και ανακτάται εκ νέου η ίδια ακολουθία; (θεωρούμε ότι ο πομπός και ο δέκτης γνωρίζουν τους κώδικες που χρησιμοποιούν και ότι για κάθε μεταδιδόμενη ακολουθία η αρχική και τελική κατάσταση είναι η Υ0 = S1 = φ).
4. Ζητείται ο πλεονασμός, ο πλεονασμός εξάρτησης και ο ολικός πλεονασμός της διακριτής πηγής Markoff.

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για την άριστη κωδικοποίηση της πηγής Markoff, σχεδιάστε τρεις δυαδικούς κώδικες C1, C2, C3, έναν για κάθε μία από τις καταστάσεις S1, S2 και S3, έτσι ώστε ο συνολικός κώδικας να παράγει, αντίστοιχα με τη σειρά καταστάσεων της πηγής, δηλαδή αντίστοιχα με τη σειρά των παραγομένων συμβόλων φ, χ, ψ, μια σειρά δυαδικών ψηφίων.


Απάντηση

Χρησιμοποιούμε το συμβολισμό του Τόμου Α, «Θεωρία της Πληροφορίας και Κωδικοποίησης», σελ. 69-76.
1. Από το διάγραμμα εναλλαγής των τριών καταστάσεων της πηγής Markoff 1η τάξης, έχουμε τον  πίνακα μετάβασης:

	Υn      
	Υn+1
	S1
	S2
	S3

	S1
	P11 = 1/2
	P12 = 1/4
	P13 = 1/4

	S2
	P21 = 0
	P22 = 1/2
	P23 = 1/2

	S3
	P31 = 1
	P32 = 0
	P33 = 0


Οι στατικές  πιθανότητες [π1, π2, π3], υπολογίζονται με βάση τη σχέση (σελ. 70 του βιβλίου): 

[π1, π2, π3] 
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από όπου προκύπτει ότι: [π1, π2, π3] = [1/2 , 1/4, 1/4].
Επίσης, κατά συνέπεια, P(φ)= 1/2,  P(χ) = P(ψ)=1/4.
2. Σύμφωνα με τη σχέση (2.12), σελ. 73 του βιβλίου, οι υπό συνθήκη εντροπίες των συμβόλων που εκπέμπονται από κάθε κατάσταση είναι:
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Σύμφωνα με τη σχέση (2.13), σελ. 73 του βιβλίου, η εντροπία της πηγής (αλυσίδας) Markoff είναι:
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3. Σχεδιάζουμε τρεις δυαδικούς κώδικες C1, C2, C3 (ένα για κάθε μία από τις καταστάσεις S1 , S2 και S3 ). Από τις πιθανότητες μετάβασης [Pij], και εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο Huffman για κάθε προηγούμενη (η παρούσα) κατάσταση Υn = Si (S1, S2, S3) χωριστά, έχουμε ότι για τη κατάσταση:

i S1, ο κώδικας Huffman είναι: φ ( 0, χ ( 10, ψ ( 11.
	S1
	Κώδικας Huffman C1
	lij

	c11
	P11 = ½ 
	½ (0)
	0
	1

	c12
	P12 = ¼ (0)
	½ (1)
	10
	2

	c13
	P13 = ¼ (1)
	
	11
	2


ii S2, ο κώδικας Huffman είναι: χ ( 0, ψ ( 1.

	S2
	Κώδικας Huffman C2
	lij

	c21
	P21 = 0
	--
	--

	c22
	P22 = ½ (0)
	0
	1

	c23
	P23 = ½ (1)
	1
	1


iii S3, ο κώδικας Huffman είναι: φ ( ΚΑΜΙΑ ΕΚΠΟΜΠΗ!!!
	S3
	Κώδικας Huffman C3
	lij

	c31
	P31 = 1
	--
	--

	c32
	P32 = 0
	--
	--

	c33
	P33 = 0
	--
	--


Κάθε σύμβολο της πηγής κωδικοποιείται εντελώς ανεξάρτητα από έναν από τους τρεις κώδικες, ενδεχομένως και με την ίδια κωδική λέξη, αν κάποιοι από τους κώδικες συμβαίνει να ταυτίζονται. Δεδομένης της αρχικής κατάστασης, η αρχή και το τέλος κάθε κωδικής λέξης είναι αναγνωρίσιμες χρονικές στιγμές. Αυτός ο παράπλευρος χρονισμός καθορίζει το αντίστοιχο σύμβολο της πηγής σε κάθε χρονική στιγμή ή την όποια «μετάβαση μεταξύ καταστάσεων», παρ’ όλο ότι ο κώδικας μίας κατάστασης μπορεί να ταυτίζεται με αυτόν μιας άλλης.

Ο ως άνω κώδικας είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος, αφού προκυπτει με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman και όπως εύκολα διαπιστώνεται από το γεγονός ότι όλοι οι κώδικες είναι ελεύθεροι προθέματος. 

Το κατά Huffman μέσο μήκος της κωδικής λέξης του επόμενου συμβόλου, για τις τρεις καταστάσεις S1, S2, και S3, υποθέτοντας ότι η προηγούμενη κατάσταση είναι δεδομένη, είναι:

Li = E[lij / Υn = Si] =
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  δυαδικά ψηφία για κάθε σύμβολο.

Ο μέσος αριθμός δυαδικών ψηφίων κωδικοποίησης για κάθε σύμβολο της πηγής είναι ο μέσος όρος L του Li, ως προς τις τρεις στατικές πιθανότητες των καταστάσεων:
L = E[Li] = 
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E[lij / Υn = Si] = 1 bit/σύμβολο.
Συμπεραίνουμε, ότι για τη συγκεκριμένη μορφή κωδικοποίησης, ο μέσος αριθμός δυαδικών ψηφίων είναι ίσος με την εντροπία Η(S) της πηγής:
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Άρα, επιτυγχάνουμε άριστη κωδικοποίηση!
 Για τη προκειμένη διακριτή πηγή Markoff, ο κώδικας C3 ΔΕΝ ΕΠΙΤΕΛΕΙ ΚΑΜΙΑ ΚΩΔΙΚΟΠΟΙΗΣΗ!, ή άλλως, αποτελείται από μία κωδική λέξη με μηδενικό μήκος! Αυτό οφείλεται στο ότι η μετάβαση από την κατάσταση S3 οδηγεί την επόμενη χρονική σχισμή πάντα στη κατάσταση S1 με πιθανότητα 1,

Συνεπώς: το σύμβολο φ ΔΕΝ ΑΠΑΙΤΕΙΤΑΙ ΝΑ ΜΕΤΑΔΟΘΕΙ όταν η προηγούμενη κατάσταση είναι η S3, ή αντίστοιχα το προηγούμενο σύμβολο είναι ψ. Όταν προκύπτει η κατάσταση  S3 στην επόμενη χρονική σχισμή ο αποκωδικοποιητής προσθέτει τοπικά το σύμβολο φ στο Δέκτη.

Άρα, η συμβολοσειρά «φχχψφχχψφψφ» που δίδεται, κωδικοποιείται στον Πομπό ως «φχχψ_χχψ_ψ_», ή με τους κωδικούς Huffman ως «_1001_1001_11_» ή 1001100111.

Στο Δέκτη, ακολουθείται ακριβώς η ανάστροφη διαδικασία.
4. Ο πλεονασμός της πηγής μπορεί να υπολογισθεί, σύμφωνα με τη σχέση (2.3) στη σελ. 48 του βιβλίου:
red = 1 - 
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log πi  = 1,5 bit/symbol.
Άρα, ο πλεονασμός χωρίς μνήμη της διακριτής πηγής είναι: red = 0,0536.
Ο πλεονασμός εξάρτησης της διακριτής πηγής (βλ εξ. (2.17) στη σελ. 74 του βιβλίου) είναι:

redεξ = 1 - 
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Επίσης (βλ εξ. (2.18) του βιβλίου στη σελ. 74), ο ολικός πλεονασμός της διακριτής πηγής είναι:

redολ = 1 - 
[image: image69.wmf](S)

(S)

μνήμη

 

χωρίς

μνήμη

με 

H

 

max

H

 = 1 - 
[image: image70.wmf]1

log3 

 = 0,36907.    οεδ.
	ΘΕΜΑ 7

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με θέματα διακριτών καναλιών επικοινωνίας και ιδίως με τις έννοιες του πίνακα μετάβασης, της αμοιβαίας πληροφορίας μεταξύ εισόδου και εξόδου και της χωρητικότητας ενθόρυβου  καναλιού επικοινωνίας. Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ4/0506/Θ4, ΓΕ4/1011/Θ7.
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Στο παραπάνω σχήμα βλέπουμε το συνδυασμό 2 καναλιών. Το πρώτο κανάλι C1 έχει ως είσοδο την τυχαία μεταβλητή Χ={-1,1} με ίσες πιθανότητες εμφάνισης για κάθε τιμή, ενώ η τυχαία μεταβλητή Υ στην έξοδό του είναι αποτέλεσμα του αθροίσματος Υ=Χ+Ν1 όπου Ν1 τυχαία μεταβλητή με τιμές {-1,1} και πιθανότητες επίσης ίσες. Το δεύτερο κανάλι C2 παίρνει ως είσοδο την έξοδο του πρώτου, δηλαδή την Υ, ενώ η τυχαία μεταβλητή Ζ στην έξοδό του είναι αποτέλεσμα του αθροίσματος Ζ=Υ+Ν2=Χ+Ν1+Ν2 όπου Ν2 τυχαία μεταβλητή με τιμές {-1,1} και πιθανότητες επίσης ίσες. Οι τ.μ Χ, Ν1 και Ν2 είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. O συνδυασμός των δύο καναλιών C1 και C2 θεωρείται ότι δημιουργεί ένα σύνθετο κανάλι C1+2 το οποίο έχει σαν είσοδο την τυχαία μεταβλητή X και έξοδο την Ζ σύμφωνα με τις παραπάνω σχέσεις.

1. Να βρείτε τους πίνακες μετάβασης ΡΧΥ για το κανάλι C1 και ΡΧΖ για το κανάλι C1+2 και να απεικονίσετε κάθε ένα από τα δύο αυτά κανάλια.

2. Να βρείτε την εντροπία της Υ και να υπολογίσετε την Η(Ζ).
3. Υπολογίστε τις Ι(Χ;Υ) και Ι(Χ;Ζ). Ποια από τις δύο μεταφέρει μεγαλύτερη πληροφορία για την Χ;

4. Υπολογίστε τη χωρητικότητα του καναλιού C1 και στη συνέχεια του C1+2

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για το ερώτημα 1, προσδιορίζετε τις πιθανότητες μετάβασης, ενώ για το ερώτημα 2, πρώτα υπολογίζετε τις πιθανότητες των Χ και Ζ και ακολούθως εφαρμόζετε τους τύπους υπολογισμού της εντροπίας. Επίσης, για τον υπολογισμό της αμοιβαίας πληροφορίας και της χωρητικότητας των δύο καναλιών επικοινωνίας εφαρμόζουμε τους κατάλληλους τύπους.


Απάντηση

1. Το παρακάτω σχήμα απεικονίζει τον τρόπο με τον οποίο λειτουργούν τα κανάλια, C1, C2, και C1+2


[image: image72]
Βλέπουμε ότι το κανάλι C1 λειτουργεί ως δυαδικό κανάλι με αποσβέσεις γνωστό και ως κανάλι διαγραφής του οποίου ο πίνακας μετάβασης είναι 
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Το κανάλι C1+2 είναι αποτέλεσμα συνδυασμού των καναλιών C1 και C2 με τιμές εξόδου -3, -1, 1, και 3 και πιθανότητες μετάβασης όπως απεικονίζονται στο σχήμα
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Άρα ο πίνακας μετάβασης είναι 
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Για να υπολογίσουμε τις παραπάνω πιθανότητες μετάβασης λαμβάνουμε υπόψη μας τις διάφορες περιπτώσεις που μπορούν να συμβούν έτσι ώστε το σύμβολο εισόδου Χ να πάρει μία συγκεκριμένη τιμή στην έξοδο Ζ. Π.χ. αν (Ζ=-3/ Χ=-1) αυτό μπορεί να συμβεί αν το σύμβολο -1 γίνει -2 κατά τη μετάβασή του στο κανάλι C1 με πιθανότητα ½ και στη συνέχεια να γίνει -3 με πιθανότητα ½. Άρα η πιθανότητα Ρ(Ζ=-3/Χ=-1)=1/2*1/2=1/4. Ομοίως,  αν (Ζ=-1/Χ=-1) αυτό μπορεί να συμβεί στις εξής περιπτώσεις. Είτε όταν το σύμβολο -1 γίνει -2 στο κανάλι C1 και στη συνέχεια το -2 γίνει -1 στο κανάλι C2, είτε  όταν το σύμβολο -1 γίνει 0 στο κανάλι C1 και στη συνέχεια το 0 γίνει -1 στο κανάλι C2. Άρα η πιθανότητα Ρ(Ζ=-1/Χ=-1)=1/2*1/2+1/2*1/2=1/2. Ομοίως,  αν (Ζ=-1/Χ=-1) Ομοίως βρίσκουμε και τις υπόλοιπες πιθανότητες μετάβασης.

2. Για να βρούμε την εντροπία της Υ δηλαδή την Η(Υ) καθώς και την εντροπία της Ζ, δηλαδή την Η(Ζ) χρειάζεται να υπολογίσουμε τις πιθανότητες εξόδου, Ρ(Υ) και Ρ(Ζ) αντίστοιχα. Αυτό γίνεται με την βοήθεια του πίνακα μετάβασης και των πιθανοτήτων εμφάνισης των συμβόλων εισόδου.

Πιο συγκεκριμένα δίνονται από τις σχέσεις
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Δηλαδή προκύπτουν οι δύο κατανομές για Υ και Ζ ως ακολούθως:
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Με βάση τις παραπάνω πιθανότητες βρίσκουμε την Η(Υ) και Η(Ζ) όπως παρακάτω:
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3. Για τον υπολογισμό της αμοιβαίας πληροφορίας των καναλιών C1 και C1+2 μπορούμε να εφαρμόσουμε αναλυτικά τους τύπους που υπολογίζουν τις Ι(Χ;Υ) και Ι(Χ;Ζ) αντίστοιχα. Αυτές θα βασίζονται στις Η(Υ) και Η(Υ/Χ) για την Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ) και στις Η(Ζ) και Η(Ζ/Χ) για την Ι(Χ;Ζ). Άρα θα πρέπει να υπολογίσουμε τις Η(Υ/Χ) και Η(Ζ/Χ).

Για την Η(Υ/Χ) ισχύει ότι 

Η(Υ/Χ)=Η(Χ+Ν1/Χ)=Η(Ν1)=1 bit
Άρα 

Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)=1,5-1 = 0,5 bits
Επειδή το κανάλι C1 είναι κανάλι απόσβεσης με παράμετρο α ξέρουμε ότι η χωρητικότητα του καναλιού αυτού είναι 1-α. Στην περίπτωσή μας έχουμε ότι α=1/2 άρα η χωρητικότητα του καναλιού αυτού είναι ίση με την αμοιβαία πληροφορία που βρήκαμε παραπάνω.

Για την Η(Ζ/Χ) παρατηρούμε τα εξής. Για ένα δεδομένο Χ=χ, χ=-1,1 μπορούμε εύκολα να δούμε ότι οι Ρ(Ζ/Χ) είναι ίδιες με αυτές της ΡY(y) να και οι τιμές διαφέρουν. Δηλαδή,

Ρ(Ζ=-3/Χ=-1)=1/4

Ρ(Ζ=-1/Χ=-1)=1/2

Ρ(Ζ=1/Χ=-1)=1/4

Και 

Ρ(Ζ=3/Χ=1)=1/4

Ρ(Ζ=1/Χ=1)=1/2

Ρ(Ζ=-1/Χ=1)=1/4

Επομένως Η(Ζ/Χ)=Η(Υ) και άρα

Ι(Χ;Ζ)=Η(Ζ)-Η(Ζ/Χ)=1,8113-1,5 = 0,3113 bits
Συγκρίνοντας την αμοιβαία πληροφορία των 2 καναλιών βλέπουμε ότι την μεγαλύτερη πληροφορία για την Χ μεταφέρει το κανάλι C1 από ότι το κανάλι C1+2 Αυτό είναι και διαισθητικά λογικό αφού το C1+2 έχει περισσότερο θόρυβο δηλαδή αλλοιώνει περισσότερο τα σύμβολα εισόδου από ότι το πρώτο. Με άλλα λόγια μπορούμε να μάθουμε περισσότερα για την Χ από την Υ από ότι από τη Ζ.

4. Επειδή το κανάλι C1 είναι κανάλι απόσβεσης με παράμετρο α ξέρουμε ότι η χωρητικότητα του καναλιού αυτού είναι 1-α. Στην περίπτωσή μας έχουμε ότι α=1/2 άρα η χωρητικότητα του καναλιού αυτού είναι ίση με την αμοιβαία πληροφορία Ι(Χ;Υ) που βρήκαμε παραπάνω.

Για το κανάλι C1+2 παρατηρούμε τα εξής

Ι(Χ;Ζ)=Η(Ζ)-Η(Ζ/Χ)= Η(Ζ)-Η(Χ+Ν1+Ν2/Χ)=Η(Ζ)-Η(Ν1+Ν2)=H(Z)-H(Y)

Άρα η Ι(Χ;Ζ) μεγιστοποιείται όταν μεγιστοποιείται η Η(Ζ). Αυτό είναι δυνατόν να συμβαίνει όταν όλες οι έξοδοι είναι ισοπίθανες δηλαδή όταν Ρ(Ζ=z)=1/4 για κάθε z=-3,-1,1,3. 

Πρέπει όμως να εξετάσουμε ότι υπάρχει κατανομή της Χ τέτοια ώστε να καταλήγει σε ισοπίθανες εξόδους. Έστω λοιπόν π-1 και π1 οι πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της Χ οι οποίες μεγιστοποιούν την Η(Ζ) δηλαδή δίνουν Ρ(Ζ=-3)=Ρ(Ζ=-1)=Ρ(Ζ=1)=Ρ(Ζ=3)=1/4

Γνωρίζουμε όμως ότι οι 
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και με δεδομένο ότι 
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1/4 έχουμε το παρακάτω σύστημα εξισώσεων
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Από αυτό συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει κατανομή η οποία να δίνει ισοπίθανες εξόδους και άρα θα πρέπει να μεγιστοποιήσουμε την Ι(Χ;Ζ) ως προς την Ρ(Χ). Επειδή έχουμε δύο πιθανότητες εισόδου μπορούμε να θέσουμε π-1=x και π1=(1-x). Οπότε αντικαθιστώντας τις τιμές αυτές στην Η(Ζ) παίρνουμε 
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η οποία μετά από πράξεις απλουστεύεται ως ακολούθως:
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Άρα θα πρέπει να βρούμε για ποια τιμή του x μεγιστοποιείται η παραπάνω συνάρτηση δηλαδή θα την παραγοντοποιήσουμε και μετά θα λύσουμε ως προς x την εξίσωση Η΄(Ζ)=0
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Άρα και σε αυτή την περίπτωση παρατηρούμε ότι η αμοιβαία πληροφορία που βρήκαμε είναι ίση με την χωρητικότητα του καναλιού C1+2=0.3113 bits
Τρόπος – Ημερομηνία Παράδοσης

1. Η εργασία σας θα πρέπει να έχει αποσταλεί στον Καθηγητή-Σύμβουλό σας μέχρι τη 22η Απριλίου 2012, ώρα 23:59.
2. Περιμένουμε όλες οι εργασίες να σταλούν μέσω Ηλεκτρονικού Ταχυδρομείου (e-mail) και να είναι γραμμένες σε επεξεργαστή κειμένου (π.χ. MS-Word). 
3. Την 27η Απριλίου 2012 θα δημοσιευθεί ενδεικτική απάντηση για την επίλυση της εργασίας στο site της Θ.Ε. στο Διαδίκτυο, “http://p-comp.di.uoa.gr/eap/index.htm”.

Κριτήρια αξιολόγησης:

	ΘΕΜΑ 1
	18
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	5

	Ερώτημα 3
	
	5

	Ερώτημα 4
	
	4

	ΘΕΜΑ 2
	12
	

	Ερώτημα 1.α
	
	2

	Ερώτημα 1.β
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	6

	Ερώτημα 3
	
	2

	ΘΕΜΑ 3
	12
	

	Ερώτημα 1 
	
	2

	Ερώτημα 2 
	
	2

	Ερώτημα 3 
	
	2

	Ερώτημα 4 
	
	2

	Ερώτημα 5
	
	4

	ΘΕΜΑ 4
	10
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	4

	ΘΕΜΑ 5
	10
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	2

	Ερώτημα 4
	
	2

	ΘΕΜΑ 6
	18
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	3

	Ερώτημα 3
	
	10

	Ερώτημα 4
	
	3

	ΘΕΜΑ 7
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	4

	Ερώτημα 4
	
	8

	ΣΥΝΟΛΟ
	100
	


Ο συνολικός βαθμός θα διαιρεθεί δια 10, ώστε να προκύψει ο τελικός βαθμός της εργασίας.

Καλή Επιτυχία!!!
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