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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2009-2010) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ #4
Στόχος
Βασικό στόχο της 4ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με τα μέτρα ποσότητας πληροφορίας τυχαίων μεταβλητών (Κεφάλαιο 1), τις σχετικές έννοιες και τα μέτρα διακριτών πηγών χωρίς μνήμη και με μνήμη (Κεφάλαιο 2), καθώς και με την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής (Κεφάλαιο 2). Επίσης, η εξοικείωση με τις έννοιες και τα μέτρα επικοινωνιακών καναλιών (Κεφάλαιο 3).
Περιγραφή

Η εργασία περιλαμβάνει επτά (7) θέματα, τα οποία αφορούν στα Κεφάλαια 1, 2 και 3 του τόμου ‘Θεωρία Πληροφορίας και Κωδικοποίησης’. 

	ΘΕΜΑ 1

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τα μέτρα ποσότητας πληροφορίας. Σχετικές ασκήσεις: Θ1/ΓΕ4/2004-5, Θ1/ΓΕ4/2008-9.

	Θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή Χ, η οποία αναπαριστά την κατηγοριοποίηση ενός ηλεκτρονικού μηνύματος σε ανεπιθύμητο ή επιθυμητό, δηλαδή με δύο δυνατά αποτελέσματα, x1= «το ηλεκτρονικό μήνυμα είναι ανεπιθύμητο ή spam» και x2= «το ηλεκτρονικό μήνυμα είναι επιθυμητό». Επίσης, θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή Y με τέσσερα δυνατά αποτελέσματα, y1= «ο αποστολέας του ηλεκτρονικού μηνύματος περιέχεται σε black lists», y2=«ο αποστολέας του ηλεκτρονικού μηνύματος είναι άγνωστος και δεν περιέχεται σε black lists», y3= «ο αποστολέας του ηλεκτρονικού μηνύματος είναι συνεργάτης» και y4= «ο αποστολέας του ηλεκτρονικού μηνύματος είναι συγγενής ή φίλος», καθώς και την τυχαία μεταβλητή Ζ, με τα τέσσερα δυνατά αποτελέσματα, (z1, z2, z3, z4), z1=«το ηλεκτρονικό μήνυμα περιέχει τουλάχιστον μία από τις λέξεις ‘drug’, ‘pharmacy’, ‘order’»,  z2=«το ηλεκτρονικό μήνυμα περιέχει τη λέξη ‘watches’» z3 =«το ηλεκτρονικό μήνυμα περιέχει τουλάχιστον μία από τις λέξεις ‘lottery’ ή ‘congratulations’» και z4= «το ηλεκτρονικό μήνυμα δεν περιέχει καμία από τις προηγούμενες λέξεις». Δίνονται επίσης οι πιθανότητες p(x1)=7/8 και p(x2)=1/8. Οι υπό συνθήκη ή δεσμευμένες πιθανότητες p(yi/xj) και p(zi/xl)  περιέχονται στους κατωτέρω πίνακες.
Υ/Χ
x1
x2
Z/X
x1
x2
y1
1/2
0
z1
1/4
1/32
y2
1/4
1/2
z2
1/8
1/16
y3
1/8
1/4
z3
1/8
1/32
y4
1/8
1/4
z4
1/2
7/8
Ζητείται να υπολογίσετε

1. Τις συνδυασμένες ποσότητες πληροφορίας Η(Χ, Υ), Η(Χ, Z),
2. Τις μέσες ποσότητες πληροφορίας Η(Χ), Η(Y) και Η(Z), 
3. Τις υπό συνθήκη ποσότητες πληροφορίας Η(Χ/Υ) και Η(Χ/Ζ) και

4. Την αμοιβαία πληροφορία Ι(Χ;Υ) και Ι(Χ;Ζ). 
5. Αν κατασκευάζατε ένα αντί-spam φίλτρο, δηλαδή ένα φίλτρο αυτόματης κατηγοριοποίησης ληφθέντων ηλεκτρονικών μηνυμάτων σε spam ή επιθυμητά, με τον περιορισμό αυτό το φίλτρο να βασίζεται στην προηγούμενη γνώση της τιμής μιας μόνο από τις τυχαίες μεταβλητές Υ και Ζ, ποια από τις δύο τυχαίες μεταβλητές θα επιλέγατε ως βάση του φίλτρου και γιατί;


	Ενδεικτική Μεθοδολογία:  Πρώτα πρέπει να υπολογίσετε τις ακραίες, κοινές και υπό συνθήκη πιθανότητες. Ακολούθως, εφαρμόζετε τους τύπους με τους οποίους υπολογίζονται τα ζητούμενα μέτρα. Για την απάντηση του ερωτήματος 5, να λάβετε υπόψη τα κατάλληλα μέτρα ποσότητας πληροφορίας. 


Απάντηση
Από τις δεδομένες υπό συνθήκη ή δεσμευμένες πιθανότητες p(yi/xj) και p(zi/xl) και τις p(xi) μπορούμε να υπολογίσουμε τις συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, yj) και  p(xi, zj) και ακολούθως και τις ακραίες πιθανότητες p(yk) και p(zl) και τις δεσμευμένες πιθανότητες p(xi/yj) και p(xi/zl). Από τις σχέσεις των σελίδων 24-26 του βιβλίου 
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 λαμβάνουμε p(x1,y1)=(7/8)*(1/2)=7/16, p(x1,y2)=(7/8)*(1/4)=7/32, p(x1,y3)=(7/8)*(1/8)=7/64, p(x1,y4)=7/64, p(x2,y1)=(1/8)*(0)=0, p(x2,y2)=1/16, p(x2, y3)=1/32, p(x2, y4)=1/32, καθώς και τις ακραίες πιθανότητες (7/16, 9/32, 9/64, 9/64) για την Υ. Επίσης, λαμβάνουμε τις p(x1,z1)=(7/8)*(1/4)=7/32, p(x1,z2)=(7/8)*(1/8)=7/64, p(x1,z3)=(7/8)*(1/8)=7/64, p(x1,z4)=7/16, p(x2,y1)=(1/8)*(1/32)=1/256, p(x2,z2)=1/128, p(x2, z3)=1/256, p(x2, y4)=7/64  και  τις ακραίες πιθανότητες (57/256, 15/128, 29/256, 35/64) για τη Ζ.

Από τις σχέσεις 
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 λαμβάνουμε τις ακόλουθες δεσμευμένες πιθανότητες 
p(x1/y1)=(7/16)/(7/16)=1, p(x1/y2)=(7/32)/(9/32)=7/9, p(x1/y3)=(7/64)/(9/64)=7/9 και p(x1/y4)=(7/64)/(9/64)=7/9, p(x2/y1)=0/(7/16)=0, p(x2/y2)=(1/16)/(9/32)=2/9, p(x2/y3)=(1/32)/(9/64)=2/9 και p(x2/y4)=(1/32)/(9/64)=2/9 και 
p(x1/z1)=(7/32)/(57/256)=56/57, p(x1/z2)=(7/64)/(15/128)=14/15, p(x1/z3)=(7/64)/(29/256)=28/29 και p(x1/z4)=(7/16)/(35/64)=28/35, p(x2/z1)=(1/256)/(57/256)=1/57, p(x2/z2)=(1/128)/(15/128)=1/15, p(x2/z3)=(1/256)/(29/256)=1/29 και p(x2/z4)=(7/64)/(35/64)=7/35. 

1. Για τον υπολογισμό της συνδυασμένης ποσότητας πληροφορίας H(X, Y) και H(X,Z), δείτε το σχετικό τύπο στη σελίδα 34 του βιβλίου:
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Κατά παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε H(X, Z)=2,15 bits.

2. Για τον υπολογισμό των ακραίων ποσοτήτων πληροφορίας δείτε τον τύπο της σελίδας 28 του βιβλίου:
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bit.

Κατά παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε Η(Υ)=1,83 bits και Η(Ζ)=1,68 bits.

3. Για τον υπολογισμό της δεσμευμένης ποσότητας πληροφορίας H(X/Y) και H(X/Z), δείτε το σχετικό τύπο στη σελίδα 36 του βιβλίου:


[image: image9.wmf](

)

bits.

 

43

,

0

9

2

log

32

1

2

9

2

log

16

1

0

9

7

log

64

7

2

9

7

log

32

7

1

log

16

7

)

/

(

log

)

,

(

/

2

1

4

1

=

-

-

-

-

-

-

=

-

=

å

å

=

=

i

j

i

j

j

i

y

x

p

y

x

p

Y

X

H


Κατά παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε H(X/Z)=0,49 bits.

4. Για τον υπολογισμό αμοιβαίας πληροφορίας Ι(Χ;Υ) και Ι(Χ;Ζ), δείτε το σχετικό τύπο στη σελίδα 39 του βιβλίου:

Ι(Χ;Y)= Η(X)-Η(Χ/Y)= 0,54-0,43 = 0,11 bits,
Ι(X;Ζ)= Η(X)-Η(X/Z)=0,54-0,49 = 0,05 bits.
5. Για την επιλογή της καταλληλότερης εκ των δεδομένων τυχαίων μεταβλητών Y και Ζ ως βάση του φίλτρου λαμβάνουμε υπόψη ότι η υψηλότερη αμοιβαία πληροφορία αποκαλύπτει την τυχαία μεταβλητή που περιέχει περισσότερη πληροφορία για την X, ενώ η χαμηλότερη υπό συνθήκη ποσότητα πληροφορίας αποκαλύπτει την τυχαία μεταβλητή, η γνώση της οποίας αφήνει τη μικρότερη αβεβαιότητα ως προς την έκβαση της Χ και είναι επομένως η καταλληλότερη για την πρόβλεψη της Χ. Επομένως, από τις ανωτέρω τιμές συνάγουμε ως καταλληλότερη για βάση του φίλτρου την Υ.

	ΘΕΜΑ 2

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με μέτρα ποσότητας πληροφορίας που χαρακτηρίζουν πηγές πληροφορίας χωρίς μνήμη, καθώς και με την έννοια του μέσου μήκους κώδικα πηγής. Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ4/0809/Θ4, ΓΕ4/0506/Θ2.

	A. Θεωρούμε πηγή εκπομπής τηλεοπτικής εικόνας, αποτελούμενης από 800x600 στοιχεία εικόνας (picture elements, pixels). Θεωρούμε ότι κάθε στοιχείο εικόνας μπορεί να έχει ως τιμή ένα από 16 διαφορετικά χρώματα, τον πλεονασμό της πηγής ίσο με  0,8 και ότι η πηγή παράγει 30 εικόνες/ sec. Ζητούνται τα ακόλουθα:

1. Η μέγιστη εντροπία συμβόλων της πηγής,
2. Η εντροπία συμβόλων της πηγής και  

3. Ο μέσος ρυθμός πληροφορίας της πηγής.
B. Θεωρούμε διακριτή πηγή χωρίς μνήμη η οποία παράγει 5 διαφορετικά σύμβολα, με πιθανότητες παραγωγής 
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. Με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman ο κώδικας που σχηματίστηκε για την πηγή απαρτίζεται από τις κωδικές λέξεις 
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1. Η εντροπία των συμβόλων της πηγής και
2. Το μέσο μήκος του κώδικα.
3. Aν θεωρήσουμε ότι οι πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της πηγής και επομένως και των αντίστοιχων κωδικών λέξεων τροποποιούνται σε 
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, τότε να εξεταστεί αν ο ανωτέρω κώδικας παραμένει βέλτιστος και για τη νέα αυτή κατανομή πιθανοτήτων παραγωγής των συμβόλων της πηγής. Επίσης, για τη νέα αυτή κατανομή πιθανοτήτων να σχηματιστεί και κώδικας Shannon και να συγκριθεί η απόδοσή του με αυτή του ανωτέρω κώδικα.
  

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Στην περίπτωση Α, για να απαντήσετε στα ερωτήματα αρκεί να προσδιορίσετε το πλήθος των συμβόλων της πηγής και να αξιοποιήσετε κατάλληλα τα δεδομένα για τον υπολογισμό των ζητούμενων μεγεθών. Στην περίπτωση Β, τα δύο πρώτα ερωτήματα απαντώνται με επιλογή των κατάλληλων τύπων και το τρίτο ερώτημα με εφαρμογή του κατάλληλου αλγόριθμου κωδικοποίησης.


Λύση

Α. (1). Οι συνολικές στάθμες είναι 16 επομένως, η μέγιστη εντροπία δίνεται από:
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(2). Η εντροπία της πηγής θα βρεθεί χρησιμοποιώντας τον ορισμό του πλεονασμού της πηγής.

Ο πλεονασμός της διακριτής πηγής ορίζεται από
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(3). Ο μέσος ρυθμός πληροφορίας της πηγής δίνεται από
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Η ανάλυση της εικόνας είναι 
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Δεδομένου ότι έχω 30 frames / sec, επομένως ο ρυθμός θα είναι 
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Επομένως, θα έχω 
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B. H εντροπία δίνεται 

(1). 
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(2). Το μέσο μήκος του κώδικα δίνεται από 

[image: image20.wmf]symbol

bits

l

p

L

E

i

i

i

/

26

.

2

15

12

12

10

15

6

5

4

3

2

3

15

2

3

15

2

2

5

1

2

5

1

2

3

1

]

[

5

1

=

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

×

+

×

+

×

+

×

+

×

=

=

å

=


(3). Γνωρίζουμε ότι βέλτιστος κώδικας για δεδομένη κατανομή πιθανοτήτων λαμβάνεται με τον αλγόριθμο κωδικοποίησης Huffmann. Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο κωδικοποίησης Huffman, προκύπτει για τις νέες πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της πηγής ο ακόλουθος κώδικας: {00, 000, 001, 10, 11}.  Το μήκος των κωδικών λέξεων είναι
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Το ίδιο μήκος κωδικών λέξεων προκύπτει και για τον δεδομένο κώδικα, λαμβάνοντας υπόψη τις νέες πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων. Επομένως και ο δεδομένος κώδικας είναι βέλτιστος και για τις νέες πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της πηγής.
Η νέα τιμή της εντροπίας συμβόλων της πηγής είναι
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Παρατηρούμε ότι ο δεδομένος κώδικας και ο κώδικας Huffman που σχηματίσαμε απέχει μόλις 0,08 bits από την εντροπία συμβόλων της πηγής.
Για τον κώδικα Shannon, θα έχουμε
	Πιθανότητες Συμβόλων
	Pi
	Μήκος
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Γνωρίζω ότι η απόδοση του κώδικα δίνεται από
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Όπου q είναι το πλήθος των κωδικών συμβόλων και επομένως για Δυαδικό κώδικα ισχύει log22=1

Η εντροπία της πηγής είναι συνάρτηση των πιθανοτήτων εμφάνισης των συμβόλων και επομένως παραμένει αμετάβλητη  

[image: image40.wmf]32

.

2

5

1

log

5

1

5

)

(

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

X

H


Για το μέσο μήκος του κώδικα θα έχουμε 
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Οπότε
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Η απόδοση του κώδικα Huffmann είναι μεγαλύτερη δεδομένου ότι ο κώδικας είναι βέλτιστος.
	ΘΕΜΑ 3

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τον έλεγχο κωδίκων ως προς ως προς το αν είναι μη ιδιάζοντες (non-singular), μοναδικά αποκωδικοποιήσιμοι και άμεσοι (ή στιγμιαίοι) και αν μπορεί να προέρχονται από εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman. Δείτε το παράδειγμα 2.4 του βιβλίου και Θ3/ΓΕ/2004-5,  Θ3/ΓΕ4/2003-4 , Θ3/ΓΕ4/2006-7.

	Ζητείται να εξεταστεί αν οι ακόλουθοι κώδικες είναι μη ιδιάζοντες, μοναδικά αποκωδικοποιήσιμοι και άμεσοι και αν μπορεί να προέλθουν από εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης του Huffman για κάποια κατανομή πιθανοτήτων των συμβόλων της πηγής:

1. {01, 10, 11, 000, 001},

2. {001, 10, 110, 111},

3. {001, 011, 1001, 1100, 1110},

4. {110,  11, 100, 00, 10},
5. {0, 10, 110, 1110},
6. {10, 11, 010, 011, 000, 0010, 00110, 00111}.
Για τον κώδικα 6, αν απαντήσετε ότι μπορεί να προέλθει με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman, προτείνετε μια κατάλληλη γι’ αυτό κατανομή πιθανοτήτων των 8 συμβόλων της πηγής.



	Ενδεικτική Μεθοδολογία:  Για να εξετάσετε αν οι κώδικες πληρούν τις ανωτέρω ιδιότητες, λάβετε υπόψη τη σημασία του κώδικα ελεύθερου προθέματος. Για να ελέγξετε αν ένας κώδικας μπορεί να προέλθει από εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman, λάβετε υπόψη ότι ο αλγόριθμος κωδικοποίησης Huffman οδηγεί σε βέλτιστους κώδικες για δεδομένες κατανομές πιθανοτήτων, καθώς και ένα βασικό χαρακτηριστικό που προέρχεται από τον τρόπο σχηματισμού των κωδικών λέξεων και αφορά τις κωδικές λέξεις των συμβόλων της πηγής με τις πιο χαμηλές πιθανότητες εμφάνισης. 


Απάντηση

Ένας κώδικας ελεύθερος προθέματος, δηλαδή κώδικας του οποίου καμιά από τις κωδικές λέξεις δεν αποτελεί πρόθεμα άλλης κωδικής λέξης μπορεί να αποκωδικοποιηθεί αμέσως στον προορισμό, δηλαδή ο κώδικας είναι άμεσος ή στιγμιαίος. Παρατηρούμε επίσης ότι ένας κώδικας ελεύθερος προθέματος πληροί και τις δύο πρώτες ιδιότητες, αφού τότε δεν είναι δυνατόν να υπάρχουν κωδικές λέξεις, αλλά ούτε και ακολουθίες κωδικών λέξεων (αντιστοιχούσες σε διαφορετικές ακολουθίες συμβόλων της πηγής) που ταυτίζονται. Επομένως, για τους δεδομένους κώδικες ισχύουν τα ακόλουθα:
1. ο κώδικας είναι ελεύθερος προθέματος και επομένως είναι μη ιδιάζων, μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος. Ακόμα, παρατηρούμε ότι μπορεί να προέλθει με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman, π.χ. για κατανομή πιθανοτήτων των 5 συμβόλων της πηγής {0,25, 0,25, 0,25, 0,13, 0,12}.
2. Ο κώδικας έχει κωδικές λέξεις διάφορες μεταξύ τους και είναι ελεύθερος προθέματος. Επομένως, είναι μη ιδιάζων,  μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος. Όμως, δεν είναι Huffman, αφού η κωδική λέξη ‘001’ δεν θα μπορούσε να προκύψει για οποιαδήποτε κατανομή πιθανοτήτων. Αντ’ αυτής θα μπορούσε να προκύψει η κωδική λέξη ΄0΄ και τοτε ο κώδικας θα μπορούσε να προέλθει με εφαρμογή του αλγορίθμου κωδικοποίησης Huffman, π.χ. για κατανομή πιθανοτήτων {0,55, 0,30, 0,10, 0,05}
3. Ο κώδικας έχει κωδικές λέξεις διάφορες μεταξύ τους και είναι ελεύθερος προθέματος. Επομένως, είναι μη ιδιάζων,  μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος. Όμως, δεν είναι Huffman, αφού δεν είναι βέλτιστος, για παράδειγμα οι δύο πρώτες κωδικές λέξεις μπορούν να γίνουν ‘00’ και ‘01’ και οι άλλες τρεις κωδικές λέξεις μπορούν να γίνουν ’10’, ‘110’ και ‘111’.
4. Ο κώδικας αυτός είναι μη ιδιάζων αλλά δεν είναι ελεύθερος προθέματος. Επομένως, δεν είναι μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος ούτε άμεσος ούτε μπορεί να προέλθει με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman.

5. Ο κώδικας έχει κωδικές λέξεις διάφορες μεταξύ τους και είναι ελεύθερος προθέματος. Επομένως, είναι μη ιδιάζων,  μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος και άμεσος. Όμως, δεν είναι Huffman, αφού οι μεγαλύτερου μήκους κωδικές λέξεις δεν έχουν ίσο μήκος. Αν αντί της κωδικής λέξης ‘1110’ μας δίνονταν  κωδική λέξη ‘111’, δηλαδή αντί του δεδομένου κώδικα είχαμε τον κώδικα {0, 10, 110, 111}, τότε αυτός είναι Huffman, π.χ. για κατανομή πιθανοτήτων {0,55, 0,30, 0,10, 0,05}, όπως και στο ερώτημα 2.
6. Ο κώδικας είναι ελεύθερος προθέματος και επομένως πληροί όλες τις ιδιότητες, μπορεί δε να προέλθει με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman, με την ακόλουθη ενδεικτική κατανομή πιθανοτήτων εμφάνισης των 8 συμβόλων της πηγής: {¼  ¼, 1/8, 1/8, 1/8, 1/16, 1/32, 1/32}.
	ΘΕΜΑ 4

	Στόχος της άσκησης είναι η εξάσκηση με την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης και η εξοικείωση με μέτρα σύγκρισης της απόδοσης κωδίκων πηγής. Σχετικές ασκήσεις:Θ2/ΓΕ4/2005-6, Θ6/ΓΕ4/2005-6. .

	Θεωρούμε μία διακριτή πηγή χωρίς μνήμη, η οποία παράγει τα σύμβολα {α,β,γ,δ,ε,ζ,η,θ} με πιθανότητα εκπομπής {0.25, 0.05, 0.1, 0.13, 0.2, 0.12, 0.08, 0.07}, αντίστοιχα. Ζητούνται τα ακόλουθα:
1. Σχηματίστε έναν βέλτιστο άμεσο δυαδικό κώδικα για την πηγή. Υπολογίστε το μέσο μήκος του κώδικα.
2. Ποια η πιθανότητα μετά από 12 συνεχόμενα σύμβολα που παρήγαγε η πηγή το άθροισμα του μήκους των αντίστοιχων κωδικών λέξεων στην έξοδο της πηγής να μην υπερβαίνει τα 25 (δυαδικά) ψηφία; Π.χ αν η πηγή παρήγαγε τη σειρά των συμβόλων αδ και αυτά αντιστοιχούν στις κωδικές λέξεις 00 και 010 τότε η έξοδος της πηγής είναι η ακολουθία 00010, μήκους 5 δυαδικών ψηφίων.
{Υπόδειξη: Παρατηρείστε ποιοι συνδυασμοί συμβόλων είναι δυνατόν να δημιουργούν το πολύ έως 25 δυαδικά ψηφία και υπολογίστε τις πιθανότητες για κάθε μια περίπτωση.}
3. Έστω τώρα ότι η κάθε κωδική λέξη του δυαδικού κώδικα δεν πρέπει να περιέχει περισσότερα από 2 συνεχόμενα «0» ή περισσότερα από 2 συνεχόμενα «1». Υπολογίστε ένα βέλτιστο, άμεσο, δυαδικό κώδικα, εάν υπάρχει, και συγκρίνετε με το ερώτημα (α).
{Υπόδειξη: Παρατηρείστε ότι ένας τέτοιος βέλτιστος κώδικας θα πρέπει να έχει τουλάχιστον το ίδιο μήκος κωδικών λέξεων όπως και στο ερώτημα 1. Οπότε κάνοντας χρήση του δυαδικού δένδρου προσπαθήστε να κατασκευάσετε έναν άμεσο δυαδικό κώδικα του οποίου οι κωδικές λέξεις να πληρούν τους δεδομένους περιορισμούς του ερωτήματος και να έχουν τα κατάλληλα μήκη έτσι ώστε ο κώδικας να είναι και βέλτιστος }


	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Καταρχάς επιλέγετε τον κατάλληλο αλγόριθμο κωδικοποίησης, τον οποίο και εφαρμόζετε για τις δεδομένες πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της πηγής. Στο ερώτημα 2, υπολογίζετε τη ζητούμενη πιθανότητα, αφού προσδιορίσετε πρώτα τις περιπτώσεις που πληρούν τη δεδομένη συνθήκη. Τέλος, στο ερώτημα 3, αφού σχηματίσετε τον ζητούμενο κώδικα, εφόσον υπάρχει και πληροί τον δεδομένο περιορισμό, δηλαδή ότι σε κάθε κωδική λέξη εμφανίζονται το πολύ δύο συνεχόμενα ‘1’ ή ‘0’, τον  συγκρίνετε με τον κώδικα που προκύπτει στο ερώτημα I, στη βάση του μέσου μήκους του..


Απάντηση

1.  Για τον υπολογισμό βέλτιστου άμεσου δυαδικού κώδικα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο Huffman
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Το μέσο μήκος του κώδικα είναι ίσο με
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Δηλαδή είναι πολύ κοντά στην εντροπία της πηγής που είναι Η(Χ)=2,8224 bits
2. Η πιθανότητα το μήκος του κώδικα στην έξοδο να μην υπερβαίνει τα 25 δυαδικά ψηφία, με δεδομένο ότι η πηγή έχει εκπέμψει 12 σύμβολα, ισούται με την πιθανότητα να εμφανιστεί το πολύ μια φορά ένα από τα σύμβολα «δ» ή «ζ» με πιθανότητες αντίστοιχα 0,13 και 0,12 και όλες τις άλλες φορές ένα από τα σύμβολα «α» ή «ε» με πιθανότητες 0,25 και 0,2 αντίστοιχα. Αυτό συμβαίνει διότι για να μην υπερβαίνει το μήκος του κώδικα τα 25 δυαδικά ψηφία μόνο οι παραπάνω συνδυασμοί είναι δυνατοί. Οποιοσδήποτε άλλος συνδυασμός θα έδινε ακολουθία δυαδικών ψηφίων πλήθους μεγαλύτερου του 25.

Έτσι έχουμε
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3.  Δεδομένου ότι η μέθοδος Huffman παράγει βέλτιστο κώδικα ένας κώδικας είναι βέλτιστος εφόσον L=2.85 bits. Αρκεί λοιπόν να βρούμε ένα άμεσα αποκωδικοποιήσιμο κώδικα με μήκη {2,2,3,3,4,4,4,4} ο οποίος να υπακούει σε αυτό τον περιορισμό. Ένας τέτοιος κώδικας είναι ο {0.25, 0.05, 0.1, 0.13, 0.2, 0.12, 0.08, 0.07}( {00,1011,0100,011,11,100,0101,1010}. Ένας τέτοιος κώδικας μπορεί να βρεθεί με τη χρήση του δυαδικού δένδρου όπως στο παρακάτω σχήμα δημιουργώντας κωδικές λέξεις σύμφωνα με τις συνθήκες του ερωτήματος. Με βάση αυτό υπενθυμίζεται ότι η μέθοδος Huffman κατασκευάζει ένα βέλτιστο κώδικα αλλά αυτό δεν σημαίνει κατ’ ανάγκη ότι δεν υπάρχει βέλτιστος ο οποίος δεν κατασκευάζεται και χωρίς τη μέθοδο Huffman.
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	ΘΕΜΑ 5

	Στόχος της άσκησης είναι η εξάσκηση με την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης και η εξοικείωση με μέτρα σύγκρισης της απόδοσης κωδίκων πηγής. Σχετικές ασκήσεις δείτε τις σχετικές ασκήσεις που αναφέρονται στο ανωτέρω ΘΕΜΑ 4.

	Δίνονται οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ, οι οποίες ακολουθούν την ομοιόμορφη κατανομή στο σύνολο Χ=Υ={0,1,2}. Έστω ότι μία πηγή εκπέμπει τα σύμβολα {0,1,2} σύμφωνα με την τ.μ. Ζ=max{X,Y}.
1. Υπολογίστε την εντροπία της πηγής και την αμοιβαία πληροφορία μεταξύ των  τ.μ. Χ και Ζ.

2. Βρείτε έναν βέλτιστο, άμεσο δυαδικό κώδικα για τα σύμβολα της πηγής και συγκρίνετε το μέσο μήκος του με την εντροπία της.

3. Εάν τόσο ο κωδικοποιητής της πηγής (συμπίεση) όσο και ο αποκωδικοποιητής (αποσυμπίεση) γνωρίζουν με κάποιον τρόπο τις τιμές της Υ (αλλά όχι της Χ) προτείνετε έναν βέλτιστο, άμεσο δυαδικό κώδικα για τη συμπίεση των συμβόλων της πηγής, ο οποίος αξιοποιεί την προηγούμενη γνώση της Υ. Πόσο αποδοτικός είναι ο κώδικας.
{Υπόδειξη: Διακρίνετε τρεις περιπτώσεις, Υ=0, Υ=1 και Υ=2 και συμπεράνετε τι συμβαίνει για κάθε μια από αυτές. Θα διαπιστώσετε ότι είναι δυνατόν για κάθε μία από αυτές τις περιπτώσεις να χρησιμοποιήσετε άλλο κώδικα για συμπίεση κι αποσυμπίεση. Βρείτε αυτούς τους κώδικες και στη συνέχεια υπολογίστε το μέσο μήκος που προκύπτει από τον συνδυασμό τους. Συγκρίνετε με την Η(Ζ/Υ) για να δείτε πόσο αποδοτικός είναι αυτός ο κώδικας.}
  

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για την απάντηση του ερωτήματος 1, εφαρμόζετε τις σχέσεις υπολογισμού των ζητούμενων μέτρων. Για την απάντηση των ερωτημάτων 2 και 3, εφαρμόζετε τον κατάλληλο αλγόριθμο κωδικοποίησης για τις πιθανότητες εμφάνισης που έχετε προσδιορίσει και υπολογίζετε και συγκρίνετε τα ζητούμενα μεγέθη.


Απάντηση

1.  Για να βρούμε την εντροπία της πηγής Η(Ζ) η οποία εκπέμπει σύμβολα σύμφωνα με την τ.μ. Ζ πρέπει να βρούμε την κατανομή της Ζ βάσει των Χ και Υ.

Παρατηρούμε ότι 

α) Ζ=0 όταν (Χ,Υ)=(0,0)

β) Ζ=1 όταν (Χ,Υ) = (0,1) ή (1,0) ή (1,1)

γ) Ζ=2 όταν (Χ,Υ) = (0,2) ή (2,0) ή (1,2) ή (2,1) ή (2,2)

Εφόσον όλα τα ζεύγη είναι ισοπίθανα έχουμε ότι 

α) Ρ(Ζ=0)=1/9

β) Ρ(Ζ=1)=3/9

γ) Ρ(Ζ=2)=5/9

Άρα 
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Στη συνέχεια υπολογίζουμε την Η(Ζ/Χ) που απαιτείται για τον υπολογισμό της Ι(Χ;Ζ)
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Επομένως

Ι(Χ;Ζ)=Η(Ζ)-Η(Ζ/Χ)=0,5172 bits
2. Για να βρούμε ένα βέλτιστο κώδικα χρησιμοποιούμε την κωδικοποίηση Huffman. Ένας τέτοιος κώδικας είναι ο {0,1,2} ( {00,01,1} και το μέσο μήκος του είναι 

L=2*(1/9 + 1/3) +5/9=1.4444 bits.

Παρατηρούμε ότι ο βέλτιστος κώδικας έχει μέσο μήκος που είναι κατά 0,0924 bits μακριά από την εντροπία Η(Ζ)

3. Εδώ παρατηρούμε τα εξής με βάση ότι και κατά τη συμπίεση και κατά την αποσυμπίεση είναι γνωστή η τιμή του Υ

1η περίπτωση: Υ=2

Σε αυτή την περίπτωση δεν χρειάζεται να κωδικοποιήσουμε την Ζ καθότι είναι γνωστό ότι με πιθανότητα 1 η τιμή της είναι Ζ=2

2η περίπτωση: Υ=0 

Σε αυτή την περίπτωση η Ζ ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή με τιμές {0,1,2} οπότε ένας βέλτιστος κώδικας είναι ο {0, 10, 11}

3η περίπτωση Υ=1

Σε αυτή την περίπτωση οι δυνατές τιμές της Ζ είναι οι {1,2} οπότε αρκεί ο κώδικας {0,1}

Με βάση τα παραπάνω ο συμπιεστής και ο αποσυμπιεστής χρησιμοποιούν για την κωδικοποίηση δύο λεξικά ανάλογα με την τιμή της Υ την οποία υποθέτουμε ότι γνωρίζουν και οι δύο (συμπιεστής-αποσυμπιεστής). Για την Ζ=2 δεν χρειάζεται κωδικοποίηση.

Το μέσο μήκος του κώδικα ισούται 
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Παρατηρούμε δηλαδή ότι επιτυγχάνεται συμπίεση αρκετά κοντά στην Η(Ζ/Υ)=Η(Ζ/Χ) που υπολογίστηκε στο ερώτημα 1.

	ΘΕΜΑ 6

	Στόχος της άσκησης είναι κυρίως η εξοικείωση με τον πίνακα μετάβασης και την κωδικοποίηση πηγών Markoff. Σχετικές ασκήσεις: Θ5/ΓΕ4/2007-08, Θ5/ΓΕ4/2008-9.

	Θεωρούμε διακριτή πηγή με μνήμη, τριών καταστάσεων Α, Β και Γ, η οποία παριστάνεται με στατική αλυσίδα Μαrkoff 1ης τάξης. Οι καταστάσεις αυτές εναλλάσσονται σύμφωνα με το κατωτέρω διάγραμμα καταστάσεων, δηλαδή από μία κατάσταση είναι δυνατή η μετάβαση στην επόμενη ή η παραμονή στον εαυτό της. Δίνονται οι πιθανότητες P(Β/Α)=2/5 και P(B/B)=1/5 και P(Γ/Γ)=3/5. 
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Το διάστημα συμβόλου είναι 1 μsec (ή ισοδύναμα o ρυθμός παραγωγής συμβόλων της πηγής ανέρχεται σε 106 σύμβολα/sec). 
Nα βρεθούν:

1. Ο πίνακας μετάβασης της πηγής με μνήμη καθώς και οι πιθανότητες των καταστάσεων P(A), P(B) και P(Γ). 

2. Να προσδιορίσετε την ελάχιστη χωρητικότητα καναλιού επικοινωνίας στο οποίο είναι δυνατή η μετάδοση της ποσότητας πληροφορίας που παράγει η πηγή με οσοδήποτε μικρή πιθανότητα σφάλματος επιθυμούμε.

3. Λαμβάνοντας υπόψη τη μνήμη της πηγής, να προτείνετε και να εφαρμόσετε αποτελεσματικό τρόπο κωδικοποίησης. 

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Να προσδιορίσετε πρώτα τον πίνακα μετάβασης της πηγής και ακολούθως λαμβάνοντας υπόψη ότι η πηγή Markoff είναι στατική να καταστρώσετε το σύστημα εξισώσεων που θα σας επιτρέψει να υπολογίσετε τις πιθανότητες των καταστάσεων της πηγής. Για την απάντηση του δεύτερου ερωτήματος ανατρέξτε στο Θεμελιώδες Θεώρημα της Θεωρίας Πληροφορίας.


Απάντηση

(1). Πρώτα πρέπει να προσδιορίσουμε τον πίνακα μετάβασης και ακολούθως να υπολογίσουμε τις πιθανότητες των καταστάσεων της πηγής.
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( P(A/A)=3/5, P(Γ/Β)=4/5, P(Α/Γ)=2/5 

Από το διάγραμμα των καταστάσεων της πηγής είναι P(Γ/Α)=P(Α/Β)=P(B/Γ)=0., Επομένως ο πίνακας μετάβασης ή μετάπτωσης δίνεται από 
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Δεδομένου ότι ισχύει  π=πP( 
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Oπότε λύνοντας το σύστημα

P(A)=2/5, P(B)=1/5 and P( Γ)=2/5

(2).  Προκειμένου η διαβίβαση των δεδομένων να είναι ικανοποιητική θα πρέπει να ισχύει 
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Γνωρίζω ότι o ρυθμός παραγωγής συμβόλων της πηγής είναι 
rS=106 symbol/sec
και επομένως ο ρυθμός πληροφορίας R ισούται με 
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Eπιπρόσθετα, σε Markov 1ης τάξης, οι δυνατές καταστάσεις της πηγής ισούνται με τον πλήθος των συμβόλων του αλφαβήτου της πηγής (Σελ. 71).

Οπότε η εντροπία της πηγής δίνεται από
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Επομένως
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Οπότε η χωρητικότητα θα είναι
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3). Αφού η πηγή είναι μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης, η μνήμη της πηγής έχει βάθος 1 και επομένως για την αποτελεσματική κωδικοποίησή της, αρκεί να λαμβάνουμε υπόψη το σύμβολο που εκπέμφθηκε τελευταίο. Αυτό γίνεται και με την κωδικοποίηση μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από δύο σύμβολα. Προκύπτει ο ακόλουθος κώδικας (01, 000, 111, 001, 10, 110) για τα μηνύματα (m1=’ΑΑ’,  m2=’ΑΒ’,  m3=’ΒΒ’,   m4=’ΒΓ’,  m5=’ΓΓ’, m6=’ΓΑ’), με αντίστοιχες πιθανότητες (0,24, 0,16, 0,04, 0,16, 0,24, 0,16).

Εναλλακτικά, για κάθε κατάσταση της πηγής ορίζουμε διαφορετικό κώδικα. Επειδή από κάθε κατάσταση μπορούν να παραχθούν μόνο δύο σύμβολα, αρκεί η κωδικοποίηση καθενός από τα δύο αυτά σύμβολα με 1 bit, το ‘0’ ή το ‘1’, το οποίο οδηγεί σε μέσο μήκος κώδικα ίσο με 1 bit. Έτσι, παρατηρούμε ότι η κωδικοποίηση αυτή οδηγεί σε αποδοτικότερο κώδικα, σε σύγκριση με τον προηγούμενο κώδικα μηνυμάτων της πηγής μήκους δύο συμβόλων. 

	ΘΕΜΑ 7

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με ζητήματα διακριτών καναλιών επικοινωνίας και συγκεκριμένα με τον προσδιορισμό της χωρητικότητας και της κατανομής πιθανοτήτων εισόδου που μεγιστοποιούν την αμοιβαία πληροφορία μεταξύ εισόδου και εξόδου του καναλιού επικοινωνίας. Σχετικές ασκήσεις: άσκηση αυτοαξιολόγησης 3.2, Θ4/ΓΕ4/2005-6..

	Θεωρούμε κανάλι επικοινωνίας με τον ακόλουθο πίνακα μετάβασης:
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όπου Χ, Υ ( {0,1}
Ζητείται να

1. Βρείτε την χωρητικότητα του καναλιού καθώς και την κατανομή πιθανοτήτων εισόδου με την οποία επιτυγχάνεται η μέγιστη χωρητικότητα.
2. Δίδεται ένα Ζ κανάλι με πίνακα μετάβασης 
[image: image62.wmf](

)

ij

Pp

=

. Βρείτε την περιοχή των πιθανοτήτων εισόδου και πίνακα μετάβασης για τις οποίες είναι δυνατόν να επιτευχθεί η μέγιστη χωρητικότητα. Τι παρατηρείτε; 
{Υπόδειξη: Κάνοντας χρήση του τύπου της άσκησης αυτοαξιολόγησης 3.2 (βλ. σελ 219,  ο οποίος συνδέει τις πιθανότητας εισόδου (α, 1-α) με τις πιθανότητες του πίνακα μετάβασης (p, 1-p), δημιουργήστε έναν πίνακα ο οποίος στη μία στήλη θα έχει τις τιμές του p στο διάστημα [0.01,0.99] στη δεύτερη στήλη τις τιμές του α κάνοντας χρήση του τύπου της σελίδας 219 του βιβλίου σας και στην τρίτη στήλη τις τιμές της μέγιστης χωρητικότητας. Για τη δημιουργία του πίνακα χρησιμοποιείστε βηματισμό 0.05, δηλαδή κάνετε χρήση των τιμών p=0.01, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, …, 0.95, 0.99}
 

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για το ερώτημα 1, ανατρέξτε στον ορισμό της χωρητικότητας ενθόρυβου καναλιού, εκφράστε την αμοιβαία πληροφορία μεταξύ της εισόδου και της εξόδου του καναλιού και προσδιορίστε τη μέγιστη τιμή της. Για το ερώτημα 2, ακολουθείστε την υπόδειξη.


Απάντηση

1.Παρατηρούμε από τον πίνακα μετάβασης ότι το κανάλι είναι ένα Ζ κανάλι. Έστω 
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. Επομένως με την χρήση του πίνακα μετάβασης μπορούμε να γράψουμε 
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Επίσης ισχύει από τον πίνακα μετάβασης και τις σχέσεις που συνδέουν τις πιθανότητες εξόδου 

Ρ(Υ=1)=1/2 Ρ(Χ=1)=p/2
Άρα Η(Υ)=Η(p/2)

Συνεπώς 

Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)=Η(p/2)-p
Η παραπάνω σχέση δίνει την χωρητικότητα του καναλιού οπότε για να βρούμε την μέγιστη χωρητικότητα τότε θα πρέπει να βρούμε για ποια τιμή του p η παραπάνω σχέση μεγιστοποιείται.
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Άρα η μέγιστη χωρητικότητα του καναλιού επιτυγχάνεται για p=2/5 και είναι 

Ι(Χ;Υ)=Η(Υ)-Η(Υ/Χ)=Η(p/2)-p=Η(2/10)-2/5 = 0,322 bits
2. Για να βρούμε την περιοχή των πιθανοτήτων καταστρώνουμε τον παρακάτω πίνακα ο οποίος συνδέει τις πιθανότητες εισόδου με τις πιθανότητες του πίνακα μετάβασης

	p
	α
	Max I(X;Y)

	0.01
	0.49077
	0.959772

	0.05
	0.471525
	0.857125

	0.1
	0.456298
	0.762848

	0.15
	0.444911
	0.685418

	0.2
	0.435664
	0.618231

	0.25
	0.427826
	0.558239

	0.3
	0.421001
	0.503692

	0.35
	0.414945
	0.453467

	0.4
	0.409498
	0.406787

	0.45
	0.404544
	0.363084

	0.5
	0.4
	0.321928

	0.55
	0.395803
	0.282985

	0.6
	0.391902
	0.245986

	0.65
	0.388259
	0.210714

	0.7
	0.384843
	0.176989

	0.75
	0.381625
	0.144658

	0.8
	0.378586
	0.113594

	0.85
	0.375707
	0.0836854

	0.9
	0.370366
	0.0548374

	0.95
	0.368368
	0.0269667

	0.99
	0.368368
	0.00532423


Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούμε ότι για p κοντά στο 0 το κανάλι έχει μέγιστη χωρητικότητα κοντά στην Η(Χ)(1 bit όπου η κατανομή της Χ είναι κοντά στην ομοιόμορφη κατανομή, δηλ. α=0.5. Το κανάλι Ζ συμπεριφέρεται σαν κανάλι χωρίς θόρυβι. Αντιθέτως στην περίπτωση όπου p(1 δηλαδή όλες οι τιμές εισόδου 1 μετατρέπονται στο κανάλι Ζ σε έξοδο με τιμή 0 τότε βλέπουμε ότι η κατανομή της εισόδου Χ τείνει σε ένα όριο κοντά στο 0,368 ενώ η μέγιστη χωρητικότητα τείνει στο μηδέν. Και στις δύο ακραίες περιπτώσεις τα αποτελέσματα είναι αναμενόμενα με βάση τη διαίσθηση και την παρατήρηση.
Κριτήρια αξιολόγησης:

	ΘΕΜΑ 1
	14
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	3

	Ερώτημα 3
	
	3

	Ερώτημα 4
	
	2

	Ερώτημα 5
	
	4

	ΘΕΜΑ 2
	14
	

	Ερώτημα Α1
	
	2

	Ερώτημα Α2
	
	2

	Ερώτημα Α3
	
	2

	Ερώτημα Β1
	
	2

	Ερώτημα Β2
	
	2

	Ερώτημα Β3
	
	4

	ΘΕΜΑ 3
	12
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	2

	Ερώτημα 3
	
	2

	Ερώτημα 4
	
	2

	Ερώτημα 5
	
	2

	Ερώτημα 6
	
	2

	ΘΕΜΑ 4
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	6

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	5

	ΘΕΜΑ 5
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	5

	Ερώτημα 2
	
	5

	Ερώτημα 3
	
	5

	ΘΕΜΑ 6
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	5

	Ερώτημα 2
	
	5

	Ερώτημα 3
	
	5

	ΘΕΜΑ7
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	8

	Ερώτημα 2
	
	7

	ΣΥΝΟΛΟ
	100
	


Ο συνολικός βαθμός θα διαιρεθεί δια 10, ώστε να προκύψει ο τελικός βαθμός της εργασίας.

Τρόπος – Ημερομηνία Παράδοσης

1. Η εργασία σας θα πρέπει να έχει αποσταλεί στον Καθηγητή-Σύμβουλό σας μέχρι τη 18η Απριλίου 2010, ώρα 23:59.
2. Περιμένουμε όλες οι εργασίες να σταλούν μέσω Ηλεκτρονικού Ταχυδρομείου (e-mail) και να είναι γραμμένες σε επεξεργαστή κειμένου (π.χ. MS-Word). 
3. Την 23η Απριλίου 2010 θα δημοσιευθεί ενδεικτική απάντηση για την επίλυση της εργασίας στο site της Θ.Ε. στο Διαδίκτυο, “http://p-comp.di.uoa.gr/eap/index.htm ”.

Καλή Επιτυχία!!!
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