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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2010-11) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ # 4
Στόχος: 
Βασικό στόχο της 4ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με τα μέτρα ποσότητας πληροφορίας τυχαίων μεταβλητών (Κεφάλαιο 1), τις σχετικές έννοιες και τα μέτρα διακριτών πηγών χωρίς μνήμη και με μνήμη (Κεφάλαιο 2), καθώς και με την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής (Κεφάλαιο 2). Επίσης, στους στόχους συμπεριλαμβάνεται και η εξοικείωση με τις έννοιες και τα μέτρα ψηφιακών καναλιών επικοινωνίας (Κεφάλαιο 3).
	ΘΕΜΑ 1

	Στόχος της άσκησης είναι η εξάσκηση με την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής και η εξοικείωση με μέτρα σύγκρισης της απόδοσης κωδίκων πηγής. Σχετικές Ασκήσεις: ΕΞ1/0607/Θ4, ΕΞ2/0607/Θ5, ΓΕ4/0910/Θ1

	Στο λιμάνι της Θεσσαλονίκης παρατηρείται, ανά 24ωρο, η άφιξη των εξής 27 πλοίων:

Ελληνικής Σημαίας (ΕΣ)

Ξένης Σημαίας (ΞΣ)

Φορτηγά (Φ)

12

8

Επιβατικά (Ε)

6

1

Ζητούνται τα ακόλουθα:

(α) Θεωρώντας Χ την τυχαία μεταβλητή που συμβολίζει το είδος του πλοίου που φθάνει στο λιμάνι της Θεσσαλονίκης και Υ την τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά τη σημαία του (ΕΣ ή ΞΣ), να υπολογίσετε τις τιμές των Η(Χ), Η(Υ), Η(Υ/Χ) και Ι(Χ;Y).
(β) H ταυτότητα του κάθε πλοίου αποτυπώνεται στον παρακάτω κώδικα οποίος έχει ως εξής:

Φ & ΕΣ

1010

Φ & ΞΣ

1100

Ε & ΕΣ

0101

Ε & ΞΣ

0001


Υπάρχει κώδικας ο οποίος επιτυγχάνει ακόμα μεγαλύτερη συμπίεση; Αν ναι, τότε να προσδιορίσετε τις κωδικές λέξεις ενός βέλτιστου κώδικα και το μέσο μήκος του. 

(γ) Να υπολογιστεί η απόδοση του δεδομένου κώδικα, καθώς και του βέλτιστου κώδικα που ενδεχομένως προσδιορίσατε στο προηγούμενο ερώτημα. 

 

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: : Από τις δεδομένες κοινές ή συνδυασμένες πιθανότητας, μπορείτε να υπολογίσετε τις ακραίες  και υπό συνθήκη πιθανότητες. Ακολούθως, εφαρμόζετε τους τύπους με τους οποίους υπολογίζονται τα ζητούμενα μέτρα. Για την απάντηση των ερωτημάτων (β) και (γ), εφαρμόζετε τον κατάλληλο αλγόριθμο κωδικοποίησης και υπολογίζετε και συγκρίνετε τα ζητούμενα μεγέθη


Απάντηση
(α). Για να βρούμε τις Η(Χ) και Η(Υ) θα πρέπει να βρούμε πρώτα τις πιθανότητες 

Ρ(Χ = Φ) = p(x1)

Ρ(Χ =  Ε) = p(x2)

Καθώς και τις  

Ρ(Υ = ΕΣ) = p(y1)

Ρ(Υ = ΞΣ) = p(y2)

Η εύρεση των πιθανοτήτων θα γίνει με τη χρήση του πίνακα που δίνει η άσκηση, ο οποίος περιέχει τις συνδυασμένες πιθανότητες Ρ(Χ,Υ)

	
	Ελληνικής Σημαίας (ΕΣ)
	Ξένης Σημαίας (ΞΣ)

	Φορτηγά (Φ)
	12/27
	8/27

	Επιβατικά (Ε)
	6/27
	1/27


Επομένως οι τιμές των πιθανοτήτων, συνδυασμένων και ακραίων, είναι οι εξής:

Ι. Συνδυασμένες

Ρ(Χ = Φ ΚΑΙ, Υ = ΕΣ) = p(x1,y1) = 12/27,

Ρ(Χ=Φ ΚΑΙ Υ=ΞΣ)=p(x1,y2) = 8/27,

Ρ(X=E KAI Y=ΕΣ)=p(x2,y1) =  6/27,

Ρ(X=E KAI Y=ΞΣ)=p(x2,y2) = 1/27

ΙΙ. Περιθωριακές ή ακραίες πιθανότητες

Ρ(Χ = Φ) = p(x1) = p(x1,y1) + p(x1,y2) =20/27 

Ρ(Χ = Ε) = p(x2) = p(x2,y1) + p(x2,y2) = 7/27

Ρ(Y = ΕΣ) = p(y1) = p(x1,y1) + p(x2,y1) =18/27 

Ρ(Χ = Ε) = p(x2) = p(x2,y1) + p(x2,y2) = 9/27

Οπότε οι  τιμές των Η(Χ), Η(Υ), Η(Υ/Χ) και Ι(Χ;Υ) υπολογίζονται ως ακολούθως
Η(Χ)= - [p(x1) log p(x1) + p(x2) log p(x2) = - [(20/27)log2(20/27) + 
+(7/27) log2 (7/27)] = 0.825

Η(Y)= - [p(y1) log p(y1) + p(y2) log p(y2)] = - [(18/27) log2 (18/27) + 

+(9/27) log2 (9/27)] = 0.92 bits
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	= 0,873 bits


I(X;Y) = H(Y) – H(Y/X) = 0,92 – 0.873 bits ( 0.045 bits
(β). Προκειμένου να αποφασίσουμε αν υπάρχει βέλτιστος κώδικας, θα βρούμε αρχικά το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων του δεδομένου κώδικα, L, καθώς και την εντροπία της πηγής, Η(S):
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 bits / symbol
Παρατηρούμε ότι το Η(S) είναι πολύ μικρότερο από το μέσο μήκος του κώδικα, με απόσταση μεγαλύτερη του ενός bit και επομένως υπάρχει πιο αποτελεσματικός κώδικας, αφού όπως γνωρίζουμε οι αλγόριθμοι κωδικοποίησης Shannon, Fano και Huffman δημιουργούν κώδικες με μέσο μήκος κωδικών λέξεων μικρότερο ή ίσο της εντροπίας της πηγής επαυξημένης κατά 1 bit. 

Από τη θεωρία, γνωρίζουμε ότι ο κώδικας Huffman επιτυγχάνει την καλύτερη συμπίεση για δεδομένη κατανομή πιθανοτήτων.

Ο κώδικας Huffman δίνεται από τον παρακάτω

	
	Κωδική Λέξη

	Φ & ΕΣ
	0

	Φ & ΞΣ
	11

	Ε & ΕΣ
	101

	Ε & ΞΣ
	100


Επομένως οι κωδικές λέξεις είναι οι : {0, 11, 101, 100}

και το αντίστοιχο μέσο μήκος δίνεται από
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(γ). Οι επιδόσεις του δυαδικού κώδικα δίνεται από τον τύπο 2.9, σελ. 57
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Εφαρμόζοντας τον προηγούμενο τύπο θα έχουμε

Για τον κώδικα Gray θα έχουμε
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Ο κώδικας Gray λοιπόν εμφανίζει πολύ χαμηλή απόδοση, μικρότερη του 0.5, σε αντίθεση με τον κώδικα Huffman, με απόδοση σχεδόν 1.

	ΘΕΜΑ 2

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τα μέτρα ποσότητας πληροφορίας Σχετικές ασκήσεις: σε ορισμένα θέματα εργασιών περασμένων ετών μπορείτε να βρείτε ερωτήματα υπολογισμού της αμοιβαίας πληροφορίας μεταξύ δύο τυχαίων μεταβλητών, όπως ΓΕ4/0910/Θ1 και ΓΕ4/0506/Θ1 .

	(α) Να θεωρήσετε το αποτέλεσμα της ρίψης αμερόληπτου κέρματος. Με τι ισούται η αμοιβαία πληροφορία μεταξύ της επάνω και κάτω πλευράς του κέρματος; Συμφωνεί το αποτέλεσμα με αυτό που περιμένετε διαισθητικά; Να εξηγήσετε  την απάντησή σας.

(β) Αλλάζει η απάντησή σας εάν το κέρμα είναι μεροληπτικό;

(γ) Να θεωρήσετε τη ρίψη αμερόληπτου ζαριού με 6 πλευρές. Ποιά είναι η αμοιβαία πληροφορία μεταξύ της επάνω και της μπροστινής πλευράς του ζαριού;.
Διευκρινίσεις: ένα κέρμα χαρακτηρίζεται αμερόληπτο, αν οι πιθανότητες εμφάνισης των δύο ενδεχομένων, ‘κεφαλή’ και ‘γράμματα’, είναι ίσες, Αντίστοιχα, ένα αμερόληπτο ζάρι χαρακτηρίζεται από 6 ισοπίθανα ενδεχόμενα. Υπενθυμίζεται ότι σε ένα ζάρι το άθροισμα των αντιθέτων πλευρών-εδρών ισούται με 7, όπου με αντίθετες πλευρές-έδρες εννοούμε την πάνω και την κάτω, την μπροστινή και την πίσω, και τέλος την αριστερή και δεξιά πλευρική έδρα. Για παράδειγμα, αν ρίχνοντας το ζάρι πάρουμε ‘6’, αυτή είναι η πάνω έδρα και η αντίθετή της, η κάτω, είναι η ‘1’, η μπροστινή μπορεί να είναι οποιαδήποτε από τις άλλες τέσσερις, έστω η ‘4’ και τότε η πίσω είναι η ‘3’ και οι πλευρικές είναι οι υπόλοιπες δύο. 

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για τα ερωτήματα (α) και (β), να θεωρήσετε ότι η τυχαία μεταβλητή Χ αναπαριστά την πάνω πλευρά και η τυχαία μεταβλητή Υ την κάτω πλευρά του κέρματος , όπου η Χ έχει ως δυνατές τιμές {χ1=’κεφαλή’, χ2=’γράμματα’) και η Υ επίσης {y1=’κεφαλή’, y2= ‘γράμματα’}. Παρόμοια και για την περίπτωση του ζαριού μπορείτε να θεωρήσετε τις τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ, με τις κατάλληλες τιμές και πιθανότητες.


Απάντηση

α. Έστω ότι αντιστοιχίζουμε την κορώνα στο 1 και τα γράμματα στο -1. Εάν Χ είναι η τιμή της επάνω πλευράς του κέρματος και Υ η τιμή της κάτω πλευράς Υ=-Χ. Επομένως, 

Ι(Χ;Υ) = Η(Χ) - Η(Χ/Υ) = Η(Χ) - Η(Χ/-Χ) = Η(Χ) = Η(1/2) = 1 bit.

Σημειώνουμε ότι η Η(Χ/-Χ)=0 διότι οι πιθανότητες p(X=1/Y=-1)=1 και p(X=1/Y=1)=0. Άρα και p(X=1/Y=-1)*log[p(X=1/Y=-1)]=1*log1=1*0=0

Το αποτέλεσμα αυτό συμφωνεί με αυτό που περιμέναμε διαισθητικά. Εάν γνωρίζουμε την επάνω πλευρά του κέρματος, γνωρίζουμε επακριβώς και την κάτω. Επομένως η αποκάλυψη της επάνω πλευράς μας παρέχει επίσης όλη την πληροφορία σχετικά με την κάτω πλευρά.

β. Η απάντησή μας δεν αλλάζει εκτός από το γεγονός ότι σε ένα μεροληπτικό κέρμα η πιθανότητα να έρθει κορώνα δεν είναι ½ αλλά γενικά p και επομένως αλλάζει και το αριθμητικό αποτέλεσμα, αφού αλλάζει η Η(Χ)=Η(Υ) Άρα η εξίσωση της προηγούμενης απάντησης γίνεται 

Ι(Χ;Υ) = Η(p)

Το ζητούμενο εδώ δεν είναι η πληροφορία που φέρνει η ρίψη του κέρματος, αλλά η πληροφορία που μας δίνει η μία όψη του κέρματος για την άλλη. Εάν ρίξουμε το κέρμα και δούμε την επάνω όψη, τότε γνωρίζουμε με ακρίβεια την κάτω ακόμα και όταν το κέρμα είναι μεροληπτικό. Η μόνη περίπτωση να αλλάξει η αμοιβαία πληροφορία είναι με κάποια πιθανότητα το κέρμα να είναι ελαττωματικό και να έχει κορώνα (ή γράμματα) και στις δύο πλευρές του.

γ. Έστω X  η μπροστινή πλευρά και Y η επάνω πλευρά. 
I(X;Y) = H(X) - H(X|Y)
Όταν μας αποκαλύπτεται η μπροστινή πλευρά μαθαίνουμε μόνο την πίσω πλευρά. Επομένως, υπάρχουν 4 εξίσου πιθανά ενδεχόμενα για την επάνω πλευρά. Άρα, 
I(X;Y) = log 6 - log 4 = log3 - 1 bits.

Ωστόσο, αν θέλουμε να είμαστε ακόμα πιο σχολαστικοί, πρέπει να παρατηρήσουμε ότι μπορούμε να εκμεταλλευτούμε ακόμα και τον τρόπο με τον οποίο απεικονίζονται οι αριθμοί στο ζάρι. Συγκεκριμένα, το 2, το 3 και το 6 είναι τυπωμένα με τέτοιο τρόπο ώστε να μπορούμε να αποκλείσουμε 2 από τις 4 πλευρές. Επομένως,

Η(Χ|Υ) = ½ H(X|Y ( {2,3,6}) + ½ H(X|Y ( {1,4,5}) = ½* 2 + ½* 1 = 3/2

και 

I(X;Y) = log 6 – 3/2 =  1 + log 3 – 3/2 = log 3 – ½  bits.

	ΘΕΜΑ 3

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με αλγόριθμους κωδικοποίησης. Σχετικά θέματα μπορείτε να βρείτε σε ΓΕ4 περασμένων ετών, όπως ΓΕ4/2006-7/Θ4, ΓΕ4/2003-4 /Θ4 και ΓΕ4/2003-4/Θ5.

	Δίδεται διακριτή πηγή που παράγει 7 διαφορετικά σύμβολα, Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η , με πιθανότητες, αντίστοιχα: {0,2, 0,15, 0,1, 0,3, 0,06, 0,15, 0,04}.

Ζητείται:

(α) Να σχεδιασθεί δυαδικός κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο Ηuffman.

(β) Να σχεδιασθεί δυαδικός κώδικας σύμφωνα με τον αλγόριθμο Fano.

(γ) Να συγκριθούν οι κώδικες που προκύπτουν στα ερωτήματα 1 και 2 ως προς την επίδοσή τους.

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Εφαρμόζονται οι αλγόριθμοι κωδικοποίησης Huffman και Fano, καθώς ο τύπος της επίδοσης του κώδικα.


Απάντηση

1. Κώδικας Huffman με δύο κωδικά σύμβολα

	Σύμβολα
	
	
	
	
	
	
	Κώδικας

	Δ
	0,3
	0,3
	0,3
	0,3
	0,4
	0,6  (0)
	00

	Α
	0,2
	0,2
	0,2
	0,3
	0,3   (0)
	0,4  (1)
	10

	Β
	0,15
	0,15
	0,2
	0,2  (0)
	0,3   (1)
	
	010

	Ζ
	0,15
	0,15
	0,15 (0)
	0,2  (1)
	
	
	011

	Γ
	0,1
	0,1   (0)
	0,15 (1)
	
	
	
	110

	Ε
	0,06  (0)
	0,1   (1)
	
	
	
	
	1110

	Η
	0,04  (1)
	
	
	
	
	
	1111


2. Τα σύμβολα της πηγής κατατάσσονται σε τάξη φθίνουσας πιθανότητας (δείτε τον πίνακα). Χωρίζονται δε σε ομάδες και υποομάδες ως ακολούθως:

Τα δύο πρώτα σύμβολα περιλαμβάνονται στην 1η ομάδα και τα υπόλοιπα στη 2η ομάδα. Επιλέγουμε το ‘0’ ως το πρώτο κωδικό σύμβολο των κωδικών λέξεων της 1ης ομάδας και το ‘1’ για τις κωδικές λέξεις της 2ης ομάδας. Η πρώτη ομάδα χωρίζεται σε 2 υποομάδες με ένα σύμβολο η πρώτη και ένα η δεύτερη. Επιλέγουμε και πάλι το ‘0’ για την 1η υποομάδα και το ‘1’ για τη 2. Έτσι καταλήγουμε στην κωδική λέξη του Γ, η οποία είναι η ‘00’ κοκ. 

Κώδικας Fano

	Σύμβολα
	Πιθανότητες
	Κώδικας

	Δ
	0,3
	00

	Α
	0,2
	01

	Β
	0,15
	100

	Ζ
	0,15
	101

	Γ
	0,1
	110

	Ε
	0,06  (0)
	1110

	Η
	0,04  (1)
	1111


3. Για τον υπολογισμό της απόδοσης των κωδίκων, υπολογίζουμε πρώτα την εντροπία της πηγής: 
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Ακολούθως υπολογίζουμε το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων για κάθε περίπτωση και την αντίστοιχη απόδοση.

Δυαδικός κώδικας Huffman
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Κατά συνέπεια 
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Δυαδικός κώδικας Fano
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Κατά συνέπεια 
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Παρατηρούμε ότι οι δυαδικοί κώδικες είναι σχεδόν άριστοι. 
	ΘΕΜΑ 4

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τους αλγόριθμους κωδικοποίησης και με τις σχέσεις μεταξύ μήκους κωδικών λέξεων και μέσου μήκους κωδικών λέξεων. Σχετικές ασκήσεις:μερικώς οι ΓΕ4/2009-10/ Θ2.Β και  /ΓΕ4/2008-9/ Θ2

	(α) Να βρείτε τον κώδικα Shannon για την κατανομή πιθανοτήτων τεσσάρων συμβόλων 
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καθώς και το μέσο μήκος του. 

(β) Να βρείτε όλα τα δυνατά μήκη κωδικών λέξεων που μπορούν να προκύψουν με εφαρμογή του αλγόριθμου κωδικοποίησης Huffman για την ίδια κατανομή πιθανοτήτων του ερωτήματος (α). Τί παρατηρείτε σχετικά με τα μήκη των κωδικών λέξεων που αντιστοιχούν σε κάθε σύμβολο σε σχέση με τον κώδικα Shannon; Ποιός κώδικας είναι βέλτιστος;

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για το ερώτημα (α), εφαρμόζετε τον αλγόριθμος κωδικοποίησης Shannon και υπολογίζετε το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων. Για το ερώτημα (β), εφαρμόζετε τον αλγόριθμο κωδικοποίησης του Huffman, διερευνώντας και τη δυνατότητα δημιουργίας διαφορετικών κωδίκων, ως αποτέλεσμα διαφορετικών επιλογών συγχώνευσης συμβόλων. Τέλος, συγκρίνετε μέσα μήκη κωδίκων, καθώς και μήκη επιμέρους κωδικών λέξεων των διαφόρων κωδίκων Shannon και Huffman που σχηματίσατε.  


Απάντηση

α. Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο κωδικοποίησης Shannon και παρατηρώντας ότι οι πιθανότητες είναι ήδη ταξινομημένες σε φθίνουσα ακολουθία έχουμε τον παρακάτω πίνακα
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	1110


Το μέσο μήκος του κώδικα Shannon είναι Ε[l]=2,1667 bits
β. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι ο κώδικας Shannon που κατασκευάσαμε δεν είναι βέλτιστος, δεδομένου ότι μπορούμε να συντομεύσουμε την τελευταία κωδική λέξη σε 11 χωρίς να χαθεί η αμεσότητα του κώδικα. Αποδεικνύεται ότι ο κώδικας {00, 01, 10, 11} είναι ένας από τους πιθανούς κώδικες Huffman ο οποίος προκύπτει συνδυάζοντας πρώτα το 3ο και το 4ο ενδεχόμενο σε ένα ενδεχόμενο πιθανότητας 1/3 και στη συνέχεια συνδυάζοντας το 1ο και 2ο ενδεχόμενο σε ένα ενδεχόμενο πιθανότητας 2/3. Το μέσο μήκος του κώδικα είναι Ε[l1]=2 bits
Όπως γνωρίζουμε δεν είναι μοναδικός ο βέλτιστος κώδικας που προκύπτει από Huffman. Έτσι εάν το ενδεχόμενο που προκύπτει από το συνδυασμό του 3ου και 4ου ενδεχομένου συνδυαστεί στη συνέχεια με το 1ο ή το 2ο ενδεχόμενο, προκύπτει κώδικας Huffman με μήκη (1,2,3,3). Το μέσο μήκος και σε αυτή την περίπτωση ισούται με

Ε[l1]=1x(1/3) + 2x(1/3) + 3x(1/4+1/12) = 2 bits
Που είναι αναμενόμενο λόγω του ότι έχει προκύψει από χρήση του αλγορίθμου Huffman.

Παρατηρούμε ότι τα μήκη του κώδικα Huffman δεν είναι πάντα μοναδικά. Επίσης είναι δυνατόν επιμέρους μήκη που έχουν προκύψει από τον κώδικα Shannon να είναι μικρότερα από αντίστοιχα επιμέρους μήκη που έχουν προκύψει από Huffman. Π.χ. το μήκος του κώδικα Shannon που αντιστοιχεί στο 3ο ενδεχόμενο είναι μικρότερο από το αντίστοιχο μήκος του δεύτερου κώδικα Huffman. Ωστόσο το μέσο μήκος του κώδικα Huffman δεν υπερβαίνει σε καμία περίπτωση το μέσο μήκος του κώδικα Shannon. 

Τέλος η εντροπία της τ.μ. ισούται με 1.7637 bits. Παρατηρούμε ότι τόσο ο κώδικας Huffman όσο και ο κώδικας Shannon επιτυγχάνουν συμπίεση το πολύ 1 bit μακριά από την εντροπία.
	ΘΕΜΑ 5

	Στόχος της άσκησης είναι κυρίως η εξοικείωση με τον πίνακα μετάβασης και την κωδικοποίηση πηγών Markoff. Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ4/2007-08/Θ5ΓΕ4/2008-9/ Θ5, ΓΕ4/2009-10/Θ6..

	Θεωρούμε διακριτή πηγή με μνήμη, τεσσάρων καταστάσεων Α, Β, Γ και Δ, η οποία παριστάνεται με στατική αλυσίδα Μαrkoff 1ης τάξης. Ο πίνακας μετάβασης της πηγής αυτής είναι ο ακόλουθος:. 
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Nα βρεθούν τα εξής:

(α) Οι πιθανότητες των καταστάσεων π(A), π(B), π(Γ) και π(Δ). 

(β) Το a για το οποίο προκύπτει η μέγιστη εντροπία της πηγής Markoff.
(γ) Να προτείνετε βέλτιστο τρόπο κωδικοποίησης της πηγής, χωρίς να λάβετε υπόψη τη μνήμη της πηγής 

(δ) Λαμβάνοντας υπόψη τη μνήμη της πηγής και για α=1/2, να προτείνετε αποτελεσματικό τρόπο κωδικοποίησης. 

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Λαμβάνοντας υπόψη ότι η πηγή Markoff είναι στατική να καταστρώσετε το σύστημα εξισώσεων που θα σας επιτρέψει να υπολογίσετε τις πιθανότητες των καταστάσεων της πηγής. Για το ερώτημα (β), αρκεί να προσδιορίσετε το α που μεγιστοποιεί την ποσότητα πληροφορίας των καταστάσεων της πηγής.


(1). Λαμβάνοντας υπόψη ότι η πηγή είναι στατική, καταστρώνουμε το σύστημα που απορρέει από 
[image: image18.wmf].
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και εξ αυτής
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Λαμβάνοντας ακόμα υπόψη ότι το άθροισμα των πιθανοτήτων κατάστασης της πηγής είναι 1, έχουμε π(A)=π(B)=π( Γ)=π(Δ)= ¼..
(2). Η εντροπία των συμβόλων που εκπέμπεται από όλες τις καταστάσεις της πηγής δίνεται από 
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, η οποία παίρνει τη μέγιστη τιμή για ισοπίθανα ενδεχόμενα, δηλαδή στην περίπτωσή μας για 
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. Επομένως, η μέγιστη εντροπία Markoff προκύπτει για a=1/2. Στην περίπτωση αυτή, η εντροπία της πηγής Markoff είναι ίση με 1 bit / σύμβολο. 

(3) Εφαρμόζοντας Huffman, λαμβάνουμε για τα 4 ισοπίθανα σύμβολα, Α, Β, Γ και Δ, τον κώδικα (00, 01, 10, 11).

(4). Αφού η πηγή είναι μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης, η μνήμη της πηγής έχει βάθος 1 και επομένως για την αποτελεσματική κωδικοποίησή της, αρκεί να λάβουμε υπόψη το σύμβολο που εκπέμφθηκε τελευταίο. Αυτό γίνεται και με την κωδικοποίηση μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από δύο σύμβολα. Προκύπτει ο ακόλουθος κώδικας (000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111) για τα μηνύματα (m1=’ΑΑ’,  m2=’ΑΒ’,  m3=’ΒΒ’,   m4=’ΒΓ’,  m5=’ΓΓ’, m6=’ΓΔ’, m7=’ΔΔ’, m8=’ΔΑ’ ), με αντίστοιχες πιθανότητες (1/8, 1/8, 1/8, 1/8, 1/8, 1/8, 1/8, 1/8).

Πιο αποτελεσματικός κώδικας μπορεί να προκύψει ορίζοντας για κάθε κατάσταση της πηγής διαφορετικό κώδικα. Επειδή από κάθε κατάσταση μπορούν να παραχθούν μόνο δύο σύμβολα, αρκεί η κωδικοποίηση καθενός από τα δύο αυτά σύμβολα με 1 bit, το ‘0’ ή το ‘1’, το οποίο οδηγεί σε μέσο μήκος κώδικα ίσο με 1 bit. Έτσι, παρατηρούμε ότι η κωδικοποίηση αυτή οδηγεί σε αποδοτικότερο κώδικα, σε σύγκριση με τον προηγούμενο κώδικα μηνυμάτων της πηγής μήκους δύο συμβόλων. 

	ΘΕΜΑ 6

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τους ορισμούς και ζητήματα διακριτών καναλιών επικοινωνίας. Σχετικές ασκήσεις: δεν υπάρχουν. 

	Θεωρούμε ψηφιακή πηγή που εκπέμπει δυαδικές ακολουθίες των k bits. Κάθε δυαδική ακολουθία  εισέρχεται αρχικά σε κωδικοποιητή απλού ψηφίου ισοτιμίας (Simple Parity Check), ο οποίος επισυνάπτει 1 ακόμα bit ελέγχου ισοτιμίας στο τέλος της ακολουθίας, έτσι ώστε το άθροισμα και των (κ+1) πλέον bits να είναι περιττός αριθμός (ή η αποκλειστική διάζευξη (XOR) όλων των δυαδικών ψηφίων να είναι 1). Στη συνέχεια,  η ακολουθία των (k+1) bits εισάγεται σε διακριτό δυαδικό συμμετρικό κανάλι με θόρυβο και χωρίς μνήμη, με τον κατωτέρω πίνακα μετάβασης:
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Θεωρούμε ότι εφόσον υπεισέρχονται σφάλματα κατά τη μετάδοση, με τη μέγιστη πιθανότητα ο αριθμός τους είναι ο μικρότερος δυνατός. Ζητούνται τα ακόλουθα:

(α).Θεωρώντας ότι ο  δέκτης λαμβάνει την ακολουθία 010100100, όπου k=8, είναι δυνατή η ανίχνευση σφαλμάτων σε αυτή; Αν θεωρήσουμε ως δεδομένο ότι η ληφθείσα δυαδική ακολουθία περιέχει σφάλματα, τί ισχύει για το πλήθος των σφαλμάτων και ποιος ο ελάχιστος και μέγιστος αριθμός τους;
 (β). Να βρεθεί ο τύπος υπολογισμού της πιθανότητας να υπάρχει διπλό σφάλμα σε δυαδική ακολουθία (k+1) bits που λαμβάνει ο δέκτης, ως συνάρτηση της πιθανότητας p. Ποιά θα είναι η τιμή της πιθανότητας στην περίπτωση ακολουθίας μήκους k+1=9 και p=0.6; 

(γ). Να βρεθεί ο τύπος υπολογισμού της συνολικής πιθανότητας να υπεισέλθουν σφάλματα κατά τη μετάδοση μιας δυαδικής ακολουθίας (k+1) bits συναρτήσει της p, χωρίς όμως τα σφάλματα αυτά να είναι ανιχνεύσιμα με τον ανωτέρω κωδικοποιητή απλού ψηφίου ισοτιμίας. 


	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Στο ερώτημα (α), απαιτείται απλός έλεγχος της ληφθείσας ακολουθίας σύμφωνα με τη δεδομένη τεχνική ανίχνευσης σφαλμάτων και διερεύνηση του αριθμού των σφαλμάτων, υπό την προϋπόθεση παρουσίας σφαλμάτων, λαμβάνοντας υπόψη ότι με τη μεγαλύτερη πιθανότητα ο αριθμός των σφαλμάτων είναι ο μικρότερος δυνατός. Για το ερώτημα (β), λάβετε υπόψη τον πίνακα μετάβασης δυαδικού συμμετρικού καναλιού επικοινωνίας και για το ερώτημα γ, να λάβετε υπόψη σε ποιες περιπτώσεις δεν ανιχνεύεται η παρουσία σφαλμάτων με τη δεδομένη τεχνική ανίχνευσης σφαλμάτων και να αθροίσετε τις πιθανότητές τους. 


Απάντηση

α). από τη ληφθείσα κωδική ακολουθία 010100100, όπου το τελευταίο ψηφίο της είναι το Απλό Ψηφίο Ισοτιμίας, δεν ανιχνεύεται η παρουσία σφαλμάτων, αφού η αποκλειστική διάζευξη των δυαδικών ψηφίων είναι 1. 

Όταν όμως μας δίνεται επιπλέον ότι υπάρχουν σφάλματα στη ληφθείσα λέξη, τότε ο αριθμός τους μπορεί να είναι οποιοσδήποτε ζυγός αριθμός. Με τη μέγιστη πιθανότητα, ο αριθμός των σφαλμάτων είναι ο ελάχιστος δυνατός, δηλαδή ίσος με 2  
Ο δε μέγιστος αριθμός σφαλμάτων είναι 8, δεδομένου ότι ο τελικός αριθμός των σφαλμάτων να είναι ζυγός και θα πρέπει να ισχύει   
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 και για τη δεδομένη ακολουθία με k=8, ua  Eπομένως  
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 και ο μέγιστος τους αριθμός ισούται με 
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β).  

Όπως γνωρίζουμε τo δυαδικό συμμετρικό κανάλι παριστάνεται ως
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Αν θεωρήσουμε το μήκος της κωδικής λέξης ίσο με η=k+1, τότε η πιθανότητα να υπάρχει διπλό σφάλμα στο κωδικοποιημένο μήνυμα δίνεται από την πιθανότητα να υπάρχει σφάλμα σε δύο συγκεκριμένα ψηφία του υπάρχοντος μηνύματος, οπότε  
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και επειδή μπορεί να είναι οποιοσδήποτε συνδυασμός από δύο ψηφία του κώδικα ο προηγούμενος τύπος διαμορφώνεται συνολικά ως
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 Για n=k+1=9 και q=1-p=0.4 θα έχουμε
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γ).Για να μην είναι ανιχνεύσιμα θα πρέπει τα σφάλματα να είναι ζυγού αριθμού 
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Η αντίστοιχη πιθανότητα για την κωδική λέξη μήκους n=k+1 δίνεται από  

[image: image33.wmf](

)

å

+

£

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

=

2

1

2

2

1

2

k

m

m

n

m

q

q

m

n

P

.

όπου q=1-p
Για την ακολουθία του ερωτήματος α, δηλαδή για k+1=9 θα έχουμε 
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 και επομένως ο αριθμός των σφαλμάτων που μπορεί να εισαχθεί και να μην είναι ανιχνεύσιμος ανήκει στο σύνολο 
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. Η αντίστοιχη πιθανότητα δίνεται από  
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	ΘΕΜΑ 7

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τις έννοιες του πίνακα μετάβασης, της χωρητικότητας και των κατανομών πιθανοτήτων των συμβόλων εισόδου και εξόδου ενθόρυβου  καναλιού επικοινωνίας. Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ4/0506/Θ4.

	Θεωρούμε το κανάλι Υ=Χ+Ζ (mod 4) όπου η τυχαία μεταβλητή Χ παίρνει τις τιμές{0,1,2,3} και η τυχαία μεταβλητή Ζ τις τιμές {1,2,3} βάσει της ομοιόμορφης κατανομής δηλαδή p(Z=1)=p(Z=2)=p(Z=3)=1/3.

(α) Να βρείτε τον πίνακα μετάβασης και να σχεδιάσετε το κανάλι.

(β) Να βρείτε την υπο συνθήκη μέση ποσότητα πληροφορίας Η(Υ/Χ).
(γ) Να βρείτε τη χωρητικότητα του καναλιού επικοινωνίας, C, και να προσδιορίσετε την αντίστοιχη κατανομή πιθανοτήτων των συμβόλων εισόδου, P(X).

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για το ερώτημα (α), πρώτα προσδιορίζετε τις πιθανότητες μετάβασης. Για το ερώτημα (β), εφαρμόζετε τις σχέσεις υπολογισμού της ζητούμενης μέσης ποσότητας πληροφορίας. Τέλος, για το ερώτημα (γ), βασιστείτε στον ορισμό της χωρητικότητας ενθόρυβου καναλιού και προσπαθήστε να προσδιορίσετε  την κατανομή πιθανοτήτων των συμβόλων εισόδου που μεγιστοποιεί την αμοιβαία πληροφορία μεταξύ της εισόδου και της εξόδου του καναλιού επικοινωνίας. 


Απάντηση

α. Με δεδομένο ότι η χρήση της συνάρτησης mod 4 δίνει τιμές 0,1,2,3 ενώ η τ.μ. Ζ ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή το κανάλι έχει τη μορφή
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όπου η κάθε μετάβαση από ένα σημείο εισόδου σε κάποιο άλλο (διαφορετικό σημείο εξόδου γίνεται με πιθανότητα 1/3. Συνεπώς ο πίνακας μετάβασης P=(pij) δίνεται όπως παρακάτω.
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β. Είναι
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Επίσης, υπολογίζεται και ως εξής: 
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γ. Γνωρίζουμε ότι 
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Όπου
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Άρα από τις (1) και (2) έχουμε ότι
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Η Η(Υ) μεγιστοποιείται όταν οι τιμές εξόδου παίρνουν την ομοιόμορφη κατανομή και άρα 
[image: image55.wmf](

)

(

)

max

px

HY

=log4= 2 bits
Οπότε η χωρητικότητα του καναλιού είναι 

C=0,415 bits
Ένα από τα σημεία που θα πρέπει να ελέγξουμε για να ισχύει ότι 
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=2 bits, δηλαδή ότι υπάρχει κατάλληλη κατανομή p(x) τέτοια ώστε να δίνει κατανομή εξόδου Υ την ομοιόμορφη κατανομή. Αυτό συμβαίνει μόνο στην περίπτωση που και η Χ ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή και αυτό φαίνεται από τις εξισώσεις που υπολογίζουν τις πιθανότητες εξόδου συναρτήσει των πιθανοτήτων εισόδου και του πίνακα μετάβασης. Δηλαδή
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Η παραπάνω εξίσωση οδηγεί στο εξής σύστημα εξισώσεων
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Ομοίως και για τα υπόλοιπα σημεία εξόδου
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Αλλά γνωρίζουμε ότι η Υ ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή άρα pY(yj)=1/4, για κάθε j.

Οπότε έχουμε 
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Από το παραπάνω σύστημα εξισώσεων και από την εξίσωση 
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 είναι προφανές ότι η μόνη κατανομή για τις τιμές εισόδου είναι η ομοιόμορφη κατανομή.

PAGE  
[image: image65.png]
Ελληνικό Ανοικτό Πανεπιστήμιο - Παπαφλέσσα & Υψηλάντη 262 22  ΠΑΤΡΑ

1
Τηλ.
 061-314094, 314206  Fax 061-316386


[image: image66.png]


_1359979129.unknown

_1360402275.unknown

_1364827336.unknown

_1364827392.unknown

_1365409567.unknown

_1365409761.unknown

_1365409760.unknown

_1364827393.unknown

_1364827394.unknown

_1364827390.unknown

_1364827391.unknown

_1364827337.unknown

_1361306295.unknown

_1361375336.unknown

_1361375629.unknown

_1364827335.unknown

_1361375611.unknown

_1361306396.unknown

_1360587908.unknown

_1360588352.unknown

_1361306284.unknown

_1360588257.unknown

_1360529404.unknown

_1360529535.unknown

_1360402497.unknown

_1360347861.unknown

_1360401894.unknown

_1360402148.unknown

_1360401640.unknown

_1360401720.unknown

_1360348195.unknown

_1359980506.unknown

_1359980583.unknown

_1359981155.unknown

_1359981258.unknown

_1359981026.unknown

_1359980533.unknown

_1359980093.unknown

_1359980425.unknown

_1359979286.unknown

_1359890223.unknown

_1359978827.unknown

_1359978939.unknown

_1359978953.unknown

_1359978856.unknown

_1359977075.unknown

_1359978784.unknown

_1359976722.unknown

_1359700290.unknown

_1359743533.unknown

_1359744381.unknown

_1359743161.unknown

_1359055756.unknown

_1359056040.unknown

_1359048788.unknown

