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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2011-12)

1η Γραπτή Εργασία 
(Έκδοση v2 με διόρθωση σε τύπο του θέματος 6)
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ
Στόχος: Βασικό στόχο της 1ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με τις διαφορετικές κατηγορίες σημάτων, η περιγραφή σημάτων στο πεδίο των συχνοτήτων και η κατανόηση της λειτουργίας των φίλτρων στα τηλεπικοινωνιακά συστήματα.
Περιγραφή

Η εργασία περιλαμβάνει επτά (7) θέματα που αναφέρονται στα Κεφάλαια 1, 2 και 3 του Τόμου των «Ψηφιακών Επικοινωνιών» (Μέρος Α) και στο Κεφάλαιο 2 του Τόμου «Ψηφιακές Επικοινωνίες ΙΙ: Σήματα-Διαμόρφωση-Θόρυβος» (Μέρος Β).
Σημείωση: Για όλα τα θέματα μπορείτε να χρησιμοποιήσετε χωρίς απόδειξη τις ιδιότητες των μετασχηματισμών Fourier και τους μετασχηματισμούς Fourier χαρακτηριστικών σημάτων από πίνακες. Οι σχετικές ασκήσεις που αναφέρονται στους στόχους της κάθε άσκησης συμβολίζονται ως εξής:

ΓΕx(Γραπτή Εργασία x) /Ακαδημαϊκό Έτος/ Αριθμός θέματος ή ΕΞx(Εξετάσεις έτους x A ή Β)

	ΘΕΜΑ 1

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με γραφικές παραστάσεις βασικών σημάτων και πράξεις, καθώς και τον υπολογισμό ΜΣ Fourier βασικών σημάτων. Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ1/2008-09/Θ2, ΓΕ1/2010-11/Θ2.

	Εάν 
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, και 
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να υπολογιστεί ο ΜΣ Fourier του σήματος 
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	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Αφού σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση των σημάτων, να κάνετε πράξεις και κατόπιν να υπολογίσετε τον ΜΣ Fourier του σήματος που προκύπτει.


	

	ΘΕΜΑ 2

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τη χρήση ιδιοτήτων των ΜΣ Fourier σε συνδυασμό με γνωστούς ΜΣ Fourier από πίνακες. 

Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ1/2008-09/Θ6, ΓΕ1/2010-11/Θ3, ΓΕ1/2009-10/Θ1

	Έστω τα σήματα 
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και 
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Να υπολογίσετε το ΜΣ Fourier του σήματος 
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	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Να υπολογίσετε πρώτα το ΜΣ Fourier του σήματος x(t) με βάση τον πίνακα γνωστών μετασχηματισμών Fourier βασικών σημάτων και στη συνέχεια να υπολογίσετε το ΜΣ Fourier του σήματος z(t)  χρησιμοποιώντας από πίνακες τις κατάλληλες ιδιότητες.


ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Χρησιμοποιούμε τη σχέση 
[image: image10.wmf][
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 και με fc=50Hz παίρνουμε:
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Αλλά με βάση γνωστούς ΜΣ Fourier (σελ. 57, πίνακας Β, τόμος Β’:Ψηφιακές Επικοινωνίες /Μέρος Β’) έχουμε: 
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Με n=6 και  a=3:
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και χρησιμοποιώντας κατόπιν την ιδιότητα της ολίσθησης συχνότητας με fc=50Hz:
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	ΘΕΜΑ 3

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τα κριτήρια περιοδικότητας σημάτων και χρήσης ιδανικών φίλτρων.

Σχετικές ασκήσεις:ΓΕ1/2007-08/Θ6, ΓΕ1/0809/Θ1,Θ4 , ΓΕ1/2009-10/Θ2, ΓΕ1/2010-11/Θ7

	Δίνεται το σήμα 
[image: image15.wmf](
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(α)  Να διερευνηθεί η περιοδικότητα και να υπολογιστεί η περίοδος των εξής σημάτων:
(i)  x(2t) 
(ii)   
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(iii) 
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(β) Το σήμα  
[image: image18.wmf](
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  διέρχεται από κατάλληλο ιδανικό φίλτρο ώστε να απομονωθεί το μοναδιαίου πλάτους φέρον συχνότητας 
[image: image19.wmf]1

 

f

. Να υπολογίσετε τη συνάρτηση μεταφοράς και την κρουστική απόκριση του ζητούμενου φίλτρου.

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Να προσπαθήσετε να μετατρέψετε την αρχική έκφραση του σήματος σε άθροισμα πρωτοβάθμιων όρων και στη συνέχεια να εφαρμόσετε τα κριτήρια διερεύνησης της περιοδικότητας των ζητούμενων σημάτων. Στο ερώτημα (β) να προσδιορίσετε το υποτιθέμενο σήμα εξόδου και να υπολογίσετε τη συνάρτηση μεταφοράς του φίλτρου που απομονώνει στην έξοδο το σήμα αυτό. Στη συνέχεια με βάση τη συνάρτηση μεταφοράς που θα βρείτε, να υπολογίσετε τη ζητούμενη κρουστική απόκριση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ

(i)  
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Άρα,
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Το σήμα αποτελείται από άθροισμα περιοδικών
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ρητός, άρα το σήμα είναι περιοδικό με
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(ii)
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Το σήμα αποτελείται από άθροισμα περιοδικών
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 (ii)
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Το σήμα εντός της απόλυτης τιμής αποτελείται από άθροισμα περιοδικών
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ρητός, άρα το σήμα είναι περιοδικό με
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Το σήμα κατ’απόλυτη τιμή έχει τη μισή περίοδο, διότι η απόλυτη τιμή αντιστρέφει τα αρνητικά μέρη της κυματομορφής του συνημιτόνου.

Άρα η περίοδος του σήματος είναι 
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(β) Για να απομονωθεί ο όρος με τη συχνότητα  
[image: image28.wmf]1
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  και να έχει μοναδιάιο πλάτος θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί βαθυπερατό φίλτρο με συχνότητα αποκοπής 
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και να έχει πλάτος 4/3, δηλ.
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Οπότε η ζητούμενη κρουστική απόκριση προκύπτει από τον αντίστροφο ΜΣ Fourier της H(f) : 
[image: image31.wmf](
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	ΘΕΜΑ 4

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τη χρήση ιδιοτήτων των ΜΣ Fourier σε συνδυασμό με γνωστούς ΜΣ Fourier χαρακτηριστικών σημάτων, όπως επίσης και η μελέτη γραμμικών συστημάτων. Σχετικές ασκήσεις: ΕΞ2011Α/Θ1, Παράδειγμα 6/σελ.119/ Ψηφιακές Επικοινωνίες Τόμος Β’/Μέρος Β’

	Δίνεται ένα σύστημα, που έχει ως είσοδο το σήμα 
[image: image32.wmf](
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  με χρονική κυματομορφή που απεικονίζεται παρακάτω: 
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και ως έξοδο το σήμα με έκφραση στο πεδίο του χρόνου που υπολογίζεται από την εξής συνέλιξη: 
[image: image34.wmf](
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Ζητούνται τα εξής:

(α) Να υπολογιστεί το φάσμα πλάτους του σήματος εισόδου 
[image: image35.wmf](
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(β) Να υπολογιστεί το φάσμα πλάτους του σήματος εξόδου  
[image: image36.wmf](
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 (γ) Να αποδειχθεί ότι η  συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος είναι ίση με
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	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Na xρησιμοποιήσετε ιδιότητες ΜΣ Fourier και μετασχηματισμούς τυπικών σημάτων από πίνακες προκειμένου να προσδιορίσετε τις ζητούμενες εκφράσεις στα πεδία των συχνοτήτων και  του χρόνου .


ΑΠΑΝΤΗΣΗ

(α)

 Από το δεδομένο  σχήμα το σήμα 
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)

xt

     ισούται με: 
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Συνεπώς το φάσμα πλάτους ισούται με:
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(β)

Δίνεται ότι 
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Στο πεδίο των συχνοτήτων, ο ΜΣ Fourier της συνέλιξης θα αντιστοιχεί στο γινόμενο των ΜΣ Fourier των επιμέρους όρων της:
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 (γ)

Η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος είναι η ακόλουθη:
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Κι επειδή ισχύει ότι 
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τελικά έχουμε:
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	ΘΕΜΑ 5

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τον υπολογισμό γραφικής παράστασης ασυνεχών συναρτήσεων, τον υπολογισμό της αναλυτικής έκφρασης από γράφημα και το μετασχηματισμό Fourier μετά από χρονική μετατόπιση και κλιμάκωση.  Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ1/2010-11/Θ6, ΓΕ1/2008-09/Θ5, ΓΕ1/2009-10/Θ4, Θ6.

	Δίνεται το σήμα: 
[image: image46.wmf](
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με 0<a<b<c 

(α) Να σχεδιαστεί η χρονική κυματομορφή του σήματος 

(β) Να υπολογισθεί ο μετασχηματισμός Fourier X(f).

	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Να κατασκευάσετε πίνακα τιμών για τις επιμέρους βηματικές και τα γινόμενα που περιέχονται στον τύπο του x(t) σε όλο το πεδίο ορισμού του και να εκφράσετε το τελικό σήμα. Κατόπιν να χρησιμοποιήσετε ιδιότητες ΜΣ Fourier και μετασχηματισμούς σημάτων από πίνακες.

	


ΑΠΑΝΤΗΣΗ

(α) Αρχικά φτιάχνουμε πίνακα με τις τιμές των επιμέρους συναρτήσεων σε ολόκληρο το πεδίο ορισμού.
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Η γραφική παράσταση φαίνεται παρακάτω:
[image: image56.emf]x(t )
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Το σήμα μπορεί να εκφρασθεί σαν άθροισμα δύο τετραγωνικών παλμών:

1/ με εύρος (c-(-b))=c+b και κέντρο το σημείο –b+(c+b)/2=(c-b)/2.

2/ με εύρος (b-a) και κέντρο το σημείο a+(b-a)/2=(b+a)/2.

Συνεπώς,  
[image: image57.wmf](
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 (1)
(β) Γνωρίζουμε ότι ο μετασχηματισμός του σήματος του Π(t) είναι sincf.

Επίσης για γενική χρονική μετατόπιση και κλιμάκωση ισχύει:
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Στη συγκεκριμένη άσκηση πρέπει να υπολογίσουμε τα k, t0 για να εφαρμόσουμε τον παραπάνω τύπο.

Παρατηρούμε ότι:
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Εξισώνοντας τον παρονομαστή καθενός όρου της (1) και (2) και επίσης τον αριθμητή καθενός όρου στις (1) και (2) προκύπτει ότι: 

Εξισώνοντας τον παρονομαστή του ορίσματος της (2) με τον αντίστοιχο παρονομαστή του ορίσματος καθενός από τους όρους της (1) και επίσης αντίστοιχα τον αριθμητή του ορίσματος της (2) με τον αντίστοιχο αριθμητή του ορίσματος καθενός από τους όρους της (1), προκύπτει ότι:
Για τον 1ο όρο της (1):

k=1/(c+b) (3)

και 
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Αντικαθιστώντας το k από την (3) έχουμε  
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. Συνεπώς η (4) γίνεται 
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Έτσι ο μετασχηματισμός Fourier τoυ 1ου όρου της (1) είναι:
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Για τον 2ο όρο της (1), αντίστοιχα έχω:

k=1/(b-a) (5)
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Αντικαθιστώντας το k από την (5) έχουμε 
[image: image65.wmf]00

0

()

1

tt

bat

k

ba

==-

-

. Συνεπώς η (6) γίνεται 
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Έτσι ο μετασχηματισμός Fourier τoυ 2ου όρου της (1) είναι:
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Επομένως
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	ΘΕΜΑ 6

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τον υπολογισμό της γραφικής παράστασης ασυνεχών συναρτήσεων, τον υπολογισμό της αναλυτικής έκφρασης από γράφημα και το μετασχηματισμό Fourier μετά από χρονική μετατόπιση και κλιμάκωση.  Σχετικές ασκήσεις: ΓΕ1/2010-11/Θ6, ΓΕ1/2008-09/Θ5, ΓΕ1/2009-10/Θ4, Θ6.

	Δίνεται το σήμα με φάσμα πλάτους 
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, όπου c πραγματικός θετικός αριθμός.

(α) Να σχεδιάσετε το φάσμα πλάτους 
[image: image70.wmf](
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(β) Να εκφράσετε το 
[image: image71.wmf](
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 ως γραμμικό συνδυασμό στοιχειωδών (ορθογωνικών-τριγωνικών) παλμών.

(γ) Να προσδιορίσετε την έκφραση του σήματος 
[image: image72.wmf](
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στο πεδίο του χρόνου.

(δ) Να διερευνήσετε την περιοδικότητα του 
[image: image73.wmf](
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 και να υπολογίσετε την περίοδό του (αν υπάρχει).



	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Να ορίσετε κατά μήκος ενός άξονα πραγματικών αριθμών τα σημεία ασυνέχειας των επιμέρους σημάτων που απαρτίζουν το x(t) σε όλο το πεδίο ορισμού του και να υπολογίσετε τις τιμές/τους τύπους που το περιγράφουν σε καθένα από τα προκύπτοντα επιμέρους διαστήματα και στη συνέχεια να σχεδιάσετε το τελικό φάσμα πλάτους. Κατόπιν να εκφράσετε το φάσμα που προκύπτει γραφικά με στοιχειώδεις ορθογώνιους/τριγωνικούς παλμούς και στη συνέχεια να χρησιμοποιήσετε ιδιότητες ΜΣ Fourier και μετασχηματισμούς σημάτων από πίνακες για τον υπολογισμό του σήματος x(t) στο πεδίο του χρόνου. Σε ότι αφορά τη διερεύνηση της περιοδικότητας, να εφαρμόσετε τα γνωστά κριτήρια που αναφέρονται στη θεωρία, είτε στο πεδίο του χρόνου, είτε στο πεδίο των συχνοτήτων.


ΑΠΑΝΤΗΣΗ

(α) 

Κατά μήκος του άξονα των πραγματικών αριθμών ορίζουμε τα σημεία ασυνέχειας των επιμέρους συναρτήσεων που περιέχονται στην έκφραση του φάσματος πλάτους και στη συνέχεια καταστρώνουμε τον παρακάτω πίνακα:
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Η γραφική παράσταση του φάσματος πλάτους φαίνεται παρακάτω:
[image: image92.emf]-2c         -c             0              c              2c
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(β)

Το ζητούμενο φάσμα πλάτους μπορεί να γραφεί ως: 
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Άλλες δύο εναλλακτικές εκφράσεις είναι οι εξής:
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και
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(γ) 

Έχουμε ότι
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Εργαζόμαστε για τον υπολογισμό του αντιστρόφου ΜΣ Fourier με καθένα όρο του αθροίσματος:

Είναι:
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Και
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)

(

)

(

)

sinc

4sinc4

4

F

F

trectf

f

ccttri

c

¬¾®Û

æö

Û×¬¾®

ç÷

èø


Συνεπώς, ο αντίστροφος ΜΣ Fourier του X(f) ισούται με:
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(δ) Εξήγηση με βάση την έκφραση στο πεδίο του χρόνου: Με βάση την έκφραση στο πεδίο του χρόνου, το σήμα x(t) δεν είναι περιοδικό διότι αποτελείται από άθροισμα των μη περιοδικών  
[image: image100.wmf](
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και δεν μπορεί να βρεθεί πραγματική τιμή Τ που να ικανοποιεί την ιδιότητα 
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Εξήγηση με βάση την έκφραση στο πεδίο των συχνοτήτων:  Με βάση την έκφραση στο πεδίο των συχνοτήτων και το σχετικό σχήμα, το φάσμα πλάτους του x(t) δεν είναι διακριτό , δηλ. δεν μπορεί να παρασταθεί ως άθροισμα παλμών 
[image: image102.wmf](
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 .    για τις συχνότητες των οποίων μάλιστα θα έπρεπε να ισχύει η συνθήκη  
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	ΘΕΜΑ 7

	Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με τον ΜΣ Fourier και τη χρήση φίλτρων. Σχετικές ασκήσεις: ΕΞ2009Α/Θ1, ΓΕ5/2008-09/Θ6.

	Δίνεται το σήμα εισόδου:
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 το οποίο περνά από 2 φίλτρα ως εξής:

1/ Άγνωστο ιδανικό φίλτρο μοναδιαίου πλάτους

2/ Φίλτρο με συνάρτηση μεταφοράς 
[image: image105.wmf](
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Γνωρίζοντας ότι η έξοδος αποτελείται από το άθροισμα δύο ημιτονικών σημάτων το ένα εκ των οποίων έχει πλάτος 4 και ότι η περίοδος της εξόδου είναι 1/300sec, να υπολογιστεί και να σχεδιαστεί η συνάρτηση μεταφοράς του άγνωστου ιδανικού φίλτρου.



	Ενδεικτική Μεθοδολογία: Να βρείτε το φάσμα πλάτους του σήματος εισόδου, στη συνέχεια να χρησιμοποιήσετε το γνωστό φιλτρο για να βρείτε τη γενική μορφή του σήματος στην έξοδο και με βάση τα δεδομένα για την έξοδο υπολογίστε τί σήμα πρέπει να προκύπτει. Κατόπιν να υπολογίσετε το φίλτρο που χρειάζεστε για να πάρετε αυτό το σήμα.



ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Η διάταξη που έχουμε είναι η εξής:
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Το φάσμα πλάτους των ημιτονικών όρων του αθροίσματος του σήματος x(t) είναι:

[image: image107.emf]3
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Για τον τελευταίο όρο του αθροίσματος έχουμε (χρησιμοποιώντας γνωστούς ΜΣ Fourier και τις ιδιότητες της αλλαγής κλίμακας και της συνέλιξης):
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Επομένως
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Το τελευταίο είναι δύο τετραγωνικοί παλμοί με κέντρα 
[image: image110.wmf]1200
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 και εύρος 100Hz, δηλαδή το φάσμα του σήματος x(t) είναι:
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Το 2ο φίλτρο (βαθυπερατό) κόβει τις συχνότητες πέρα από τα 
[image: image112.wmf]±

1000Ηz και επομένως φεύγουν οι τετραγωνικοί παλμοί και μένουν μόνο οι κρουστικές:
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Με βάση την εκφώνηση για το σήμα εξόδου: αποτελείται από το άθροισμα δύο ημιτονικών σημάτων το ένα εκ των οποίων έχει πλάτος 4. Επόμένως το ένα από τα δύο σήματα εξόδου είναι το σήμα στη συχνότητα 
[image: image114.wmf]±

600Ηz.

Επίσης από την εκφώνηση έχουμε ότι η περίοδος της εξόδου είναι 1/300sec. Επομένως θα πρέπει να υπολογίσουμε ποιό από τα ζευγάρια σημάτων με συχνότητες (600, 200), (600, 900), έχει περίοδο 1/300sec. Κάνοντας τον υπολογισμό βρίσκουμε ότι το 1ο έχει περίοδο 1/200sec, ενώ το 2ο 1/300sec. Επομένως στην έξοδο υπάρχει και το σήμα στα 
[image: image115.wmf]±

900Ηz.

Για να έχουμε στην έξοδο μόνο αυτά τα δύο σήματα θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε ένα ιδανικό ζωνοπερατό φίλτρο με κεντρική συχνότητα στα 
[image: image116.wmf]±

750Ηz και εύρος ζώνης μεγαλύτερο από 300Hz και μικρότερο από 1100Hz όπως φαίνεται στο σχήμα:
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Η συνάρτηση μεταφοράς ιδανικού ζωνοπερατού φίλτρου με κέντρο fo (εδώ = 750Hz) και εύρος ζώνης W (εδώ 300Hz<W<1100Hz) μπορεί να εκφραστεί ως:
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Εναλλακτικά, το 2ο φίλτρο μπορεί να είναι ιδανικό υψιπερατό με συχνότητα αποκοπής 200Hz<fo≤600Hz και συνάρτηση μεταφοράς 
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Ο συνολικός βαθμός θα διαιρεθεί δια 10, ώστε να προκύψει ο τελικός βαθμός της εργασίας.

Τρόπος – Ημερομηνία Παράδοσης

1. Η εργασία σας θα πρέπει να έχει αποσταλεί στον Καθηγητή-Σύμβουλό σας μέχρι την Κυριακή 20 Νοεμβρίου 2011, ώρα 23:59.
2. Περιμένουμε όλες οι εργασίες να σταλούν μέσω Ηλεκτρονικού Ταχυδρομείου (e-mail) και να είναι γραμμένες σε επεξεργαστή κειμένου (π.χ. MS-Word). 
3. Την Παρασκευή 25 Νοεμβρίου 2011 θα δημοσιευθεί ενδεικτική απάντηση για την επίλυση της εργασίας στο site της Θ.Ε. στο Διαδίκτυο, 

“http://p-comp.di.uoa.gr/eap/index.html”.
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