Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2007-08)

1η Γραπτή Εργασία 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ
ΘΕΜΑ  1

Ένα σήμα x(t) περνά από ένα ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο με συνάρτηση μεταφοράς H1(f) πλάτους 5 και συχνότητας αποκοπής 1000 Hz. Η έξοδος y(t) περνά στη συνέχεια από ένα 2ο ιδανικό ζωνοπερατό φίλτρο H2(f) πλάτους 2 και συχνοτήτων διέλευσης από f0=700Hz έως f1=1200 Hz. 
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(α). Σχεδιάστε το πλάτος της συνάρτησης μεταφοράς του συνδυασμού των φίλτρων.

(β). Σχεδιάστε το φάσμα πλάτους του σήματος στην έξοδο Z(f) και εκφράστε το z(t) στο πεδίο του χρόνου, όταν το σήμα εισόδου είναι: x(t)=5cos(1600πt)+3sin(5650t-0,5)-10cos(2π1050t)

(γ). Σχεδιάστε το φάσμα πλάτους του σήματος στην έξοδο Z(f) αν το σήμα εισόδου είναι:  
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Απάντηση:

Α. Για το πρώτο φίλτρο, ισχύει Y(f) = H1(f)X(f). Για το δεύτερο φίλτρο, επειδή είναι σε σειρά με το πρώτο η είσοδός του είναι το σήμα y(t), συνεπώς ισχύει Z(f) = H2(f)Y(f). Έτσι η σχέση μεταξύ x(t) και z(t) είναι Z(f) = H2(f)Y(f)= [H2(f)H1(f)]X(f). Γενικά όταν δύο φίλτρα με συναρτήσεις μεταφοράς Η1 και Η2 συνδέονται σε σειρά, το συνολικό φίλτρο που προκύπτει από το συνδυασμό τους έχει συνάρτηση μεταφοράς Η=Η1Η2.

Στην άσκηση αυτή ο συνδυασμός των 2 φίλτρων δίνει ένα ιδανικό ζωνοπερατό φίλτρο από 700Hz έως 1000Hz με πλάτος 10.
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Β. Για να βρούμε ποιες συχνότητες περνάνε από το φίλτρο πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε ποιες συχνότητες (σε Hz) περιέχονται στο σήμα x(t). Προσέξτε ότι πρέπει να εκφράσετε κάθε όρο του σήματος σαν cos(2πFt+θ) ή sin(2πFt +θ) ώστε να προκύψει η κάθε συχνότητα F του όρου σε μονάδες Hz.

Το σήμα x(t)=5cos(1600πt)+3sin(5650t-0,5)-10cos(2π1050t) μπορεί να γραφτεί ως x(t)=5cos(2π800t)+3sin(2π899,2t-0,5)-10cos(2π1050t).

Συνεπώς περιέχει τις συχνότητες 800Hz, 899,2Hz και 1050Hz και το φάσμα πλάτους του φαίνεται στο επόμενο σχήμα:
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Από αυτές τις συχνότητες μόνον οι 800Hz και 899,2 Hz θα περάσουν από τα δύο φίλτρα. 

Όσον αφορά το z(t), η γωνία (φάση) 0,5 στη συνιστώσα 3sin(2π899,2t-0,5) δεν επηρεάζεται από τα ιδανικά φίλτρα. Συνεπώς, z(t) = 50cos(1900πt)+30sin(5650t-0,5) 

Το φάσμα πλάτους |Z(f)| είναι το παρακάτω:

[image: image5]
(Η φάση 0,5 στη συνιστώσα 3sin(2π899,2t-0,5) δεν επηρεάζει το φάσμα πλάτους και έτσι την αγνοούμε στο σχήμα.)

Γ. Ως γνωστόν, το σήμα 
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 έχει Μ/Τ Fourier την τριγωνική συνάρτηση Λ(f). Εφαρμόζοντας και τη ιδιότητα χρονικής κλιμάκωσης, προκύπτει για το σήμα 
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 (( X(f)=10-5 Λ(f/1000).

Το φάσμα πλάτους της X(f) είναι:



[image: image8]
Συνεπώς στην έξοδο του φίλτρου το φάσμα πλάτους θα είναι:


[image: image9]
ΘΕΜΑ  2

Να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος x(t) που δίνεται στο παρακάτω σχήμα.

[image: image10]
Υπόδειξη: Μπορείτε να υπολογίσετε το μετασχηματισμό Fourier είτε απευθείας από τον ορισμό με ολοκλήρωση, είτε εκφράζοντας κατάλληλα το σήμα ως άθροισμα τετραγωνικών (Π(t)) και  τριγωνικών παλμών (Λ(t)).
ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Α. Η συνάρτηση μπορεί να εκφρασθεί αλγεβρικά ως:
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Πρώτα υπολογίζω το
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Άρα ο Μ/Τ Fourier δίνεται από την:
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Ο όρος  Ι1=
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Ο όρος  Ι2=
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Ο όρος  Ι3=
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Ο όρος  Ι4=
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Ι1-Ι4 = 
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Οι όροι Ι2+Ι3=
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----------------------------------------------------------
Συνεπώς ο Μ/Τ Fourier είναι F(ω) = Ι1+Ι2+Ι3-Ι4=
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Για να τα φέρω σε μορφή συναρτήσεων sinc παρατηρώ ότι: 
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Άρα, F(ω)= 
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Ας μην ξεχνάμε ότι 
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, 
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Συνεπώς, Χ(f)=
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Εναλλακτικά:

Παρατηρώντας το σχήμα (με λίγη εμπειρία και εξάσκηση) βλέπουμε ότι το σήμα x(t) θα μπορούσε να προκύψει αν παίρναμε την τριγωνική συνάρτηση εύρους από το -2 ως το 2 και  αφαιρούσαμε ένα τριγωνάκι με εύρος από το -1 ως το +1. Βέβαια, «περισσεύει» ένας σταθερός όρος από -1 ως +1, δηλαδή ένας τετραγωνικός παλμός. 

Προσοχή στο εύρος της Λ(t) που εξ ορισμού είναι από -1 ως +1. Άρα χρειαζόμαστε κλιμακωμένη (πιο «φαρδιά») Λ(t), δηλαδή Λ(t/2). Όμοια ο παλμός Π(t) εξ ορισμού είναι από -1/2 ως +1/2. Άρα χρειαζόμαστε παλμό διπλάσιου εύρους στο χρόνο, δηλαδή Π(t/2).

Άρα, η συνάρτηση μπορεί να γραφτεί ως: 
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Αυτό μπορεί να επιβεβαιωθεί γραφικά, αλλά και αναλυτικά:
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Συνεπώς 
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x(t)=
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Συνεπώς το X(f) προκύπτει εύκολα από τα γνωστά: 
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Και Χ(f)= 
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Όπως βλέπετε, και ο γραφικός τρόπος και ο αναλυτικός έχουν τις δυσκολίες τους. Ο γραφικός απαιτεί φαντασία και εμπειρία και προσοχή στις κλιμακώσεις. Ο αναλυτικός απαιτεί τεράστια προσοχή στις πράξεις και «φαντασία» για την τελική απλοποίηση.
ΘΕΜΑ 3
Να υπολογιστούν οι ΜΣ Fourier για τα πιο κάτω σήματα. (Υπόδειξη: Να θεωρήσετε κατάλληλους συνδυασμούς τετραγωνικών και τριγωνικών παλμών για να δημιουργήσετε τα πιο κάτω σήματα στην αρχή των αξόνων και μετά να τους μετατοπίσετε κατάλληλα).
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(B)

ΛΥΣΗ

(Α)

Στην αρχή των αξόνων το σήμα είναι το εξής:
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Το x’(t) μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα τετραγωνικού και τριγωνικού σήματος: 
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Ο ΜΣ Fourier του x’(t) με βάση την ιδιότητα αλλαγής κλίμακας και γνωστούς μετασχηματισμούς για τον τριγωνικό και τετραγωνικό παλμό, είναι: 
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To x(t) μπορεί να παραχθεί από το x’(t) αν το τελευταίο μετατοπιστεί προς τα δεξιά κατά μια μονάδα χρόνου, επομένως
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Σύμφωνα με την ιδιότητα της χρονικής μετατόπισης έχουμε:
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(Β)

Παρόμοια με το (Α), στην αρχή των αξόνων το σήμα είναι:
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Το x’(t) μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα τετραγωνικού και τριγωνικού σήματος: 
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Επομένως
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To x(t) μπορεί να παραχθεί από το x’(t) αν το τελευταίο μετατοπιστεί προς τα δεξιά κατά δύο χρονικές μονάδες, επομένως
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Σύμφωνα με την ιδιότητα της χρονικής μετατόπισης έχουμε:
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ΘΕΜΑ 4 
Δίνεται το σήμα:
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(α) Να σχεδιάσετε το σήμα x(t) στο πεδίο του χρόνου

(β) Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier του σήματος x(t) 

ΛΥΣΗ

α) 

Εξετάζουμε τους όρους του x(t) ως εξής:

· 
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 , άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
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 , άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
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 , άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
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 , άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
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 , άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
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Επειδή ισχύει η ιδιότητα 
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· 
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οπότε οι 2 αυτοί όροι δε λαμβάνονται υπόψη.
Κάτω από έναν άξονα με τα σημεία ασυνέχειας καταστρώνουμε τον εξής πίνακα (η τελευταία γραμμή περιλαμβάνει το άθροισμα των προηγουμένων ανά στήλη):
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Επομένως η ζητούμενη γραφική παράσταση είναι η ακόλουθη:
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β) Σε ότι αφορά τον μετασχηματισμό Fourier του x(t) παρατηρούμε ότι:

x(t) = 2tri((t-3)/2) + 2tri((t-5)/2)- tri(t-4)   {δηλ. τρίγωνο ABG + τρίγωνο FDE – τρίγωνο FCG} 
Έχω μ/σ Fourier tri((t-3)/2) ->  e-j2πf 3  2 sinc2(2f)

Έχω μ/σ Fourier tri((t-5)/2) ->  e-j2πf 5  2 sinc2(2f)
Έχω μ/σ Fourier tri(t-4) ->  e-j2πf 4  sinc2(f)
{ Λόγω ιδιοτήτων 2.3.3.4 σελ. 28 εναλλακτικού κειμένου και ιδιότητας χρονικής μετατόπισης}

Κατά συνέπεια,

X(f) = 2 e-j2πf 3  2 sinc2(2f)  + 2 e-j2πf 5  2 sinc2(2f)  - e-j2πf 4  sinc2(f)  
ΘΕΜΑ 5
Δίνεται ένα σήμα x(t) του οποίου το φάσμα στο πεδίο των συχνοτήτων έχει τη μορφή 
[image: image94.wmf](
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Ζητούνται τα εξής:

(α) Να υπολογιστεί η έκφραση του σήματος x(t) στο πεδίο του χρόνου (δηλ. να υπολογιστεί ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier του φάσματος X(f)).

(β) Να αποδειχθεί ότι για το παρακάτω άθροισμα των συνελίξεων ισχύει ο εξής μετασχηματισμός Fourier:
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Υποδείξεις

Ισχύουν τα εξής:
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Απάντηση

(α) 
Γνωρίζουμε από πίνακες ΜΣ Fourier ότι
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Θέτοντας  
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=========================================================

Στο ίδιο αποτέλεσμα οδηγούμαστε εργαζόμενοι ως εξής:
Γνωρίζουμε από πίνακες ΜΣ Fourier ότι
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Με χρήση της ιδιότητας αλλαγής κλίμακας 
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έχουμε:
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Επίσης, ισχύει η εξής ιδιότητα για τη συνάρτηση Dirac:
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οπότε ο ανωτέρω ΜΣ Fourier γράφεται:
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Με βάση την ιδιότητα του δυϊσμού (αν 
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οπότε ο ζητούμενος αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier του φάσματος X(f) είναι  
[image: image109.wmf](
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(β)

Δίνεται η έκφραση στο πεδίο του χρόνου:
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αυτή η έκφραση διαδοχικά γράφεται:
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Υπολογίζουμε το ΜΣ Fourier καθενός από τους 2 όρους της παραπάνω συνέλιξης:
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Οπότε, επειδή η συνέλιξη των 
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ΘΕΜΑ 6
Δίνονται τα εξής σήματα:
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όπου 
[image: image118.wmf]123
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(α) Να βρεθεί η περίοδος και η συχνότητα του σήματος: 
[image: image119.wmf](
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(β) Να διερευνηθεί αν είναι περιοδικά τα παρακάτω σήματα και, αν είναι, να βρεθεί η περίοδός τους (προτείνεται να σχεδιάσετε πρόχειρα τις κυματομορφές των σημάτων)
(i)
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Υπόδειξη
Υπενθυμίζεται ότι  
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Απάντηση

(α)

Είναι
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Η περίοδος του 1ου συνημιτονικού όρου είναι:
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Η περίοδος του 2ου συνημιτονικού όρου είναι:
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Ο λόγος τους είναι:
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εφόσον είναι ρητός, το σήμα είναι περιοδικό με περίοδο:
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και συχνότητα: 
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(β)
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Το σήμα είναι μηδενικό στο διάστημα 
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οπότε δεν είναι περιοδικό αφού δεν ισχύει η συνθήκη 
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Το σήμα είναι περιοδικό με περίοδο:
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Το σήμα πάλι είναι περιοδικό αλλά με περίοδο ίση με το ήμισυ της περιόδου του 
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, διότι παίρνει μονίμως θετικές τιμές, σε αντίθεση με το 
[image: image138.wmf](
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Άρα 
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Παρακάτω δίνεται ένα σχήμα στο οποίο απεικονίζονται τα σήματα 
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ΘΕΜΑ 7
Δίνεται το φάσμα:
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όπου 
[image: image142.wmf]0
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(α) Να σχεδιαστεί το φάσμα. 

(β) Να εκφραστεί το φάσμα ως συνάρτηση του τριγωνικού παλμού (tri). Επίσης, να γραφεί και η έκφραση ενός τετραγωνικού παλμού (rect) που έχει το ίδιο εύρος ζώνης και το ίδιο πλάτος με το φάσμα που σχεδιάστηκε και να σχεδιαστεί το φάσμα πλάτους του.

(γ) Να υπολογιστεί η έκφραση του φάσματος X(f) στο πεδίο του χρόνου.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

(α)

Για το φάσμα
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

000

000

22

11

ffffff

XfuffAuffuffA

AAAAAA

æö

æöæöæö

=+-×--+-+×-+--×-+

ç÷ç÷ç÷

ç÷

èøèøèø

èø

, με βάση τον ορισμό της συνάρτησης u(x) έχουμε τα εξής:

Κάθε όρος του αθροίσματος περιέχει ένα σημείο ασυνέχειας.

· 
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 , άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
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, άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
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, άρα σημείο ασυνέχειας είναι το 
[image: image149.wmf]0
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Κάτω από έναν άξονα με τα σημεία ασυνέχειας καταστρώνουμε τον εξής πίνακα (η τελευταία γραμμή περιλαμβάνει το άθροισμα των προηγουμένων ανά στήλη):
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οπότε το ζητούμενο φάσμα απεικονίζεται ως εξής:
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(β) Το φάσμα μπορεί να περιγραφεί με τη βοήθεια του τριγωνομετρικού παλμού ως εξής:
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Η έκφραση ενός τετραγωνικού παλμού rect που έχει το ίδιο εύρος ζώνης και το ίδιο πλάτος με το φάσμα που σχεδιάστηκε είναι η εξής:
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 και απεικονίζεται παρακάτω:




(γ) Είναι 
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Από πίνακες ΜΣ Fourier έχουμε ότι:
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Συνεπώς, ο αντίστροφος ΜΣ Fourier του φά

σματος είναι:
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που ταυτίζεται με την έκφρασή του στο πε

δίο του χρόνου.
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