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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2008-9) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ #4
Στόχος
Βασικό στόχο της 4ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με τα μέτρα ποσότητας πληροφορίας τυχαίων μεταβλητών (Κεφάλαιο 1), τις σχετικές έννοιες και τα μέτρα διακριτών πηγών χωρίς μνήμη και με μνήμη (Κεφάλαιο 2), καθώς και με την εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής (Κεφάλαιο 2). Επίσης, η εξοικείωση με τις έννοιες και τα μέτρα επικοινωνιακών καναλιών (Κεφάλαιο 3).
Περιγραφή

Η εργασία περιλαμβάνει επτά (7) θέματα, τα οποία αφορούν στα Κεφάλαια 1, 2 και 3 του τόμου ‘Θεωρία Πληροφορίας και Κωδικοποίησης’. 

ΘΕΜΑ 1

Θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή Χ, η οποία αναπαριστά την τάση του γενικού δείκτη του χρηματιστηρίου αξιών, με δύο δυνατά αποτελέσματα, x1= «ο γενικός δείκτης του χρηματιστηρίου θα εμφανίσει αυξητική τάση» και x2= «ο γενικός δείκτης του χρηματιστηρίου αξιών θα εμφανίσει πτωτική τάση». Επίσης, θεωρούμε τις τυχαίες μεταβλητές W, Y και Ζ, με τέσσερα δυνατά αποτελέσματα η καθεμιά, τα (w1, w2, w3, w4), (y1, y2, y3, y4) και (z1, z2, z3, z4), αντίστοιχα. Οι συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, wj)  του σύνθετου τυχαίου πειράματος (Χ, W),  p(xi, yk) του (Χ, Υ) και οι p(xi, zl)  του (Χ, Z) περιέχονται στους κατωτέρω πίνακες.
	Χ
	x1
	x2
	
	Χ
	x1
	x2
	
	X
	x1
	x2

	W
	
	
	
	Υ
	
	
	
	Ζ
	
	

	w1
	1/4
	0
	
	y1
	1/2
	1/16
	
	z1
	1/4
	0

	w2
	1/8
	1/8
	
	y2
	0
	1/16
	
	z2
	1/4
	0

	w3
	1/8
	1/8
	
	y3
	0
	1/8
	
	z3
	0
	1/4

	w4
	0
	1/4
	
	y4
	0
	1/4
	
	z4
	0
	1/4


Ζητείται να υπολογίσετε

1. Τις συνδυασμένες ποσότητες πληροφορίας Η(Χ, Υ), Η(Χ, Z), Η(Χ,W),
2. Τις μέσες ποσότητες πληροφορίας Η(Χ), Η(W), Η(Y) και Η(Z),

Επίσης, ζητείται 

3. να επιλέξετε εκείνη την τυχαία μεταβλητή εκ των W, Y, Z, η οποία επιτρέπει την καλύτερη πρόβλεψη της Χ, όταν γίνεται γνωστή η τιμή της.  Αιτιολογήστε την απάντησή σας, με τον υπολογισμό των κατάλληλων μέτρων πληροφορίας. Ποια άλλα μέτρα πληροφορίας θα μπορούσαν να αποτελέσουν το κριτήριο της επιλογής σας αυτής; 

Απάντηση
Από τις συνδυασμένες πιθανότητες p(xi, wj) μπορούμε να υπολογίσουμε τις ακραίες πιθανότητες p(xi) και p(wj). Αντίστοιχα, από τις p(xi, yk) και p(xi, zl) μπορούμε να υπολογίσουμε τις p(yk) και p(zl). Από τις σχέσεις της σελίδας 24 του βιβλίου λαμβάνουμε
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. Έτσι, η συνάρτηση πιθανότητας μάζας για την Χ είναι (1/2, 1/2), της W είναι (1/4, ¼, ¼, ¼), της Y είναι (9/16, 1/16, 2/16, 4/16) και της Z είναι (¼ , ¼, ¼, ¼). 

1. Για τον υπολογισμό της συνδυασμένης ποσότητας πληροφορίας Η(Χ, W), H(X, Y) και H(X,Z), δείτε το σχετικό τύπο στη σελίδα 34 του βιβλίου:
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Κατά παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε Η(Χ, Υ)=1,875 bits και H(X, Z)=2 bits.

2. Για τον υπολογισμό των ακραίων ποσοτήτων πληροφορίας δείτε τον τύπο της σελίδας 28 του βιβλίου:

[image: image6.wmf]1

2

1

log

2

1

2

1

log

2

1

)

(

log

)

(

)

(

2

1

=

-

-

=

-

=

å

=

i

i

i

x

p

x

p

X

H

bit.


[image: image7.wmf]2

4

1

log

4

1

4

1

log

4

1

4

1

log

4

1

4

1

log

4

1

)

(

log

)

(

)

(

log

)

(

)

(

)

(

4

1

4

1

=

-

-

-

-

=

-

=

-

=

=

å

å

=

=

l

l

l

j

j

j

z

p

z

p

w

p

w

p

Z

H

W

H

bits.


[image: image8.wmf]595

,

1

16

4

log

16

4

16

2

log

16

2

16

1

log

16

1

16

9

log

16

9

)

(

log

)

(

)

(

4

1

=

-

-

-

-

=

-

=

å

=

k

k

k

y

p

y

p

Y

H

bits.
3. Για την επιλογή της καταλληλότερης εκ των δεδομένων τυχαίων μεταβλητών W, Y και Ζ για την πρόβλεψη της Χ πρέπει να λάβουμε υπόψη είτε τις αμοιβαίες πληροφορίες μεταξύ της Χ και κάθε μιας από τις άλλες τυχαίες μεταβλητές ή τις υπό συνθήκη ποσότητες πληροφορίας της X με δεδομένη καθεμία από τις άλλες τυχαίες μεταβλητές. Συγκεκριμένα, η υψηλότερη αμοιβαία πληροφορία αποκαλύπτει την τυχαία μεταβλητή που περιέχει περισσότερη πληροφορία για την X και είναι επομένως η ζητούμενη, ενώ η χαμηλότερη υπό συνθήκη ποσότητα πληροφορίας αποκαλύπτει την τυχαία μεταβλητή, η γνώση της οποίας αφήνει τη μικρότερη αβεβαιότητα ως προς την έκβαση της Χ και είναι επομένως η καταλληλότερη για την πρόβλεψη της Χ. Στη συνέχεια υπολογίζονται οι ποσότητες πληροφορίας Ι(Χ;W),I(X;Y) και I(X;Z). Για τον  υπολογισμό των υπό συνθήκη (ή δεσμευμένων) ποσοτήτων πληροφορίας χρησιμοποιούμε τις σχέσεις της σελίδας 36 του βιβλίου και για τον υπολογισμό της αμοιβαίας πληροφορίας τους τύπους των σελίδων 38-39 του βιβλίου. Προηγουμένως υπολογίζουμε τις υπό συνθήκη από τις συνδυασμένες και τις ακραίες πιθανότητες. Είναι  
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. Έτσι, έχουμε p(x1/w1)=(1/4)/(1/4)=1, p(x1/w2)=(1/8)/(1/4)=1/2, p(x1/w3)=(1/8)/(1/4)=1/2, p(x1/w4)=0/(1/4)=0, p(x2/w1)=0/(1/4)=0, p(x2/w2)=(1/8)/(1/4)=1/2, p(x2/w3)=(1/8)/(1/4)=1/2, p(x2/w4)=(1/4)/(1/4)=1.
Με παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε και τις δεσμευμένες πιθανότητες p(xi/yk) και p(xι/zl): 
p(x1/y1)=(1/2)/(9/16)=16/18, p(x1/y2)=(0)/(1/16)=0, p(x1/y3)=(0)/(2/16)=0, p(x1/wy4)=0/(4/16)=0, p(x2/y1)=(1/16)/(9/16)=2/18, p(x2/y2)=(1/16)/(1/16)=1, p(x2/y3)=(1/8)/(2/16)=1, p(x2/y4)=(1/4)/(4/16)=1.
p(x1/z1)=(1/4)/(1/4)=1, p(x1/z2)=(1/4)/(1/4)=1, p(x1/z3)=(0)/(1/4)=0, p(x1/z4)=0/(1/4)=0, p(x2/z1)=0/(1/4)=0, p(x2/z2)=(0)/(1/4)=1/2, p(x2/z3)=(1/4)/(1/4)=1, p(x2/z4)=(1/4)/(1/4)=1.
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Παρατηρούμε ότι μηδενίζεται η αβεβαιότητα ως προς τη Χ δεδομένης της Ζ, δηλαδή είμαστε βέβαιοι για την έκβαση της Χ αν μας γνωστοποιηθεί η τιμή της Ζ. Αυτό μπορούμε να το παρατηρήσουμε και απευθείας από τον πίνακα των συνδυασμένων πιθανοτήτων, οι τιμές z1 και z2 μπορούν να συνδυαστούν (έχουν πιθανότητες διάφορες του μηδενός) μόνον με την x1, ενώ οι τιμές z3 και z4 μόνο με την x2. 
Οι αμοιβαίες ποσότητες πληροφορίας έχουν ως ακολούθως:

Ι(Χ;W)= Η(X)-Η(Χ/W)= 1-0,5 = 0,5bits,

Ι(Χ;Y)= Η(X)-Η(Χ/Y)= 1-0,283 = 0,717bits,
Ι(X;Ζ)= Η(X)-Η(X/Z)=1-0 = 1 bit. 
H I(X; Z)=1, δηλαδή η Χ είναι πλήρως εξαρτημένη από την Z επομένως η Ζ είναι η άριστη επιλογή για την πρόβλεψη της Χ. 
ΘΕΜΑ 2

Δίνεται πηγή Χ χωρίς μνήμη με κατανομή {0.3, 0.25, 0.15, 0.1, 0.1, 0.05, 0.05}. Ζητούνται τα ακόλουθα:
1. Κατασκευάστε ένα δυαδικό κώδικα Shannon για την πηγή. Ποιο είναι το μέσο μήκος του κώδικα;

2. Αποδείξτε ότι 1.85 bits < H(X) ≤ 2.85 bits χωρίς να υπολογίσετε την Η(Χ).

3. Μπορείτε να βρείτε ένα καλύτερο άνω φράγμα από αυτό του υπο-ερωτήματος 2 (Η(Χ) ≤ 2.85); Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Απάντηση

α) Τα μήκη του κώδικα Shannon δίδονται από τη σχέση
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(1)

Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο Shannon έχουμε

	Σύμβολα Πηγής
	Πιθανότητες

Συμβόλων
	Pi
	Μήκος li
	Ανάπτυγμα

του Pi
	Κωδικές Λέξεις

	Χ1
	0,3
	P1=0
	l 1 = 2
	.0000
	00

	Χ2
	0,25
	P2 = 0,3
	l2= 2
	.01001
	01

	Χ3
	0,15
	P3 = 0,55
	l 3 = 3
	.10001
	100

	Χ4
	0,1
	P4 = 0,70
	l 4 = 4
	.10110
	1011

	Χ5
	0,1
	P5 = 0,80
	l 5 = 4
	.11001
	1100

	Χ6  
	0,05
	P6 = 0,90
	l 6 = 5
	.11100
	11100

	Χ7
	0,05
	P7 = 0,95
	l 7 = 5
	.11110
	11110


Επομένως 


Li={2,2,3,4,4,5,5}

Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο Shannon προκύπτει ο κώδικας


{00,01,100,1011,1100,11100,11110}

Το μέσο μήκος είναι L=2,85 bits
Είναι φανερό ότι αν και άμεσος δεν είναι βέλτιστος αφού θα μπορούσαμε να μειώσουμε τα μήκη των κωδικών λέξεων με μια απλή επισκόπηση, π.χ το 1011 θα μπορούσε να αντικατασταθεί με το 101 και το 1100 με το 110.

β) Γνωρίζουμε ότι για κάθε κώδικα του οποίου τα μήκη των λέξεων δίδονται από την (1) ισχύει 
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Άρα αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση το L=2,85 bits και λύνοντας ως προς Η(Χ) έχουμε την σχέση 


1.85 bits < H(X) ≤ 2.85 bits



(2)

γ) Επειδή ο κώδικας που προέκυψε με τον αλγόριθμο δεν είναι βέλτιστος, εφαρμόζοντας την κωδικοποίηση Huffman μπορούμε να βρούμε ένα βέλτιστο κώδικα του οποίου τα μήκη των κωδικών λέξεων είναι {2,2,3,3,3,4,4} με μέσο μήκος 2.55 bits. Άρα υπάρχει καλύτερο άνω φράγμα και η σχέση (2) γίνεται


1.85 bits < H(X) ≤ 2.55 bits



(2)

ΘΕΜΑ 3
Δίνεται πηγή χωρίς μνήμη με αλφάβητο αποτελούμενο από 8 σύμβολα με τις ακόλουθες πιθανότητες εμφάνισης:

	si
	pi

	α1
	0.5

	α2
	0.2

	α3
	0.1

	α4
	0.1

	α5
	0.05

	α6
	0.02

	α7
	0.02

	α8
	0.01


Ζητούνται
1. Η εντροπία και ο πλεονασμός της πηγής.
2. Να σχηματιστεί για την πηγή αυτή δυαδικός κώδικας Huffman.
3. Να βρείτε το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων που προκύπτουν με εφαρμογή του αλγορίθμου κωδικοποίησης Huffman, καθώς και τον πλεονασμό (σπατάλη) που εισάγεται από τον αλγόριθμο κωδικοποίησης, σε εκατοστιαίο ποσοστό.
4. Aν τα σύμβολα αυτά κωδικοποιούνταν με PCM σηματοθορυβικής σχέσης SNR=20 dB, ποιος ο πλεονασμός που εισάγεται; Συγκρίνετε τον πλεονασμό αυτό με τον πλεονασμό που προκύπτει στο προηγούμενο ερώτημα και προσπαθήστε να εξηγήσετε τη διαφορά που προκύπτει.
Απάντηση

1. Η εντροπία δίνεται από 
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Ο πλεονασμός της πηγής δίνεται από τον τύπο
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2. H κωδικοποίηση με Huffman δίνει τον εξής κώδικα

	3. si
	4. pi
	5. 

	6. α1
	7. 0.5
	8. 0

	9. α2
	10. 0.2
	11. 11

	12. α3
	13. 0.1
	14. 101

	15. α4
	16. 0.1
	17. 1000

	18. α5
	19. 0.05
	20. 10010

	21. α6
	22. 0.02
	23. 100110

	24. α7
	25. 0.02
	26. 1001110

	27. α8
	28. 0.01
	29. 1001111


3. Το μέσο μήκος 
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Ο κώδικας Huffman δημιουργεί ένα μέσο μήκος λέξεων 2.18 bits/symbol όταν η εντροπία του είναι 2.137 bits/symbol. Eπομένως, υπάρχει ένα redundancy ψηφίων ή σπατάλη που το ορίζουμε ως
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Επομένως η κωδικποίηση Huffman δίνει μόλις 1.9% παραπάνω από το ελάχιστο μέσο μήκος των κωδικών συμβόλων του αλφαβήτου

4. (δ). Στην περίπτωση της PCM, όπως γνωρίζουμε από την άσκηση 3, Εργασία 2 (2008-2009), θα έχουμε
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Ο ελάχιστος αριθμός bit ανα δείγμα είναι 
[image: image22.wmf]22
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 και επειδή πρέπει να είναι ακέραιος, n=4 bits/symbol
Οπότε η σπατάλη 
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Αποτέλεσμα λογικό αφού στην PCM τα σύμβολα είναι ισοπίθανα στην εμφάνισή τους.  
ΘΕΜΑ 4
Θεωρείστε δύο ψηφιακές πηγές πληροφορίας, την Π1, με αλφάβητο αποτελούμενο από έξη (6) σύμβολα και αντίστοιχες πιθανότητες εκπομπής (0,3, 0,2, 0,15, 0,15, 0,1, 0,1) και την Π2, με αλφάβητο αποτελούμενο από επτά (7) σύμβολα και αντίστοιχες πιθανότητες εκπομπής (0,3, 0,25, 0,15, 0,1, 0,1, 0,05, 0,05). 

Ζητούνται τα ακόλουθα:

1. η εντροπία και ο πλεονασμός των πηγών Π1 και Π2,
2. να σχηματίσετε δυαδικό κώδικα Huffman για τις πηγές Π1 και Π2,

3. να σχηματίσετε δυαδικό κώδικα Fano για τις πηγές Π1 και Π2,

4. να σχηματίσετε δυαδικό κώδικα Shannon για τις πηγές Π1 και Π2,

5. το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων για όλους τους κώδικες,

6. να δικαιολογήσετε για την περίπτωση κωδικοποίησης Huffman, γιατί ο γενικός κανόνας κωδικοποίησης είναι να ξεκινήσει κανείς ομαδοποιώντας τα δύο σύμβολα ελάχιστης πιθανότητας,
7. η απόδοση για όλους τους κώδικες και ο πλεονασμός που εισάγεται από τους αλγόριθμους κωδικοποίησης σε εκατοστιαίο ποσοστό.

8. να δικαιολογήσετε ότι οι επιμέρους κώδικες δεν είναι μοναδικοί, αλλά τα μέσα μήκη των κωδικών λέξεών τους είναι μοναδικά, όπως επίσης και η απόδοσή τους καθώς και ο πλεονασμός κωδικοποίησης.
(Υπόδειξη: η πηγή Π2 ταυτίζεται με την πηγή του θέματος 2.) 
Απάντηση
1) H εντροπία και ο πλεονασμός των πηγών Π1 και Π2 υπολογίζονται ως εξής:
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2) Οι δυαδικοί κώδικες Huffman των πηγών Π1  και Π2 είναι:
	Πηγή  Π1 – Δυαδικός Κωδικός HUFFMAN

	ΣΥΜΒΟΛΑ
	Πιθανότητες
	5ος κλάδος
	4ος κλάδος
	3ος κλάδος
	2ος κλάδος
	1ος κλάδος
	Κώδικας

	0
	0,3
	0,3
	0,3
	0,3
	0,4
	0,6   (0)
	00

	1
	0,2
	0,2
	0,2
	0,3
	0,3  (0)
	0,4   (1)
	10

	2
	0,15
	0,15
	0,2
	0,2  (0)
	0,3  (1)
	 
	010

	3
	0,15
	0,15
	0,15  (0)
	0,2  (1)
	 
	 
	011

	4
	0,1
	0,1  (0)
	0,15  (1)
	 
	 
	 
	110

	5
	0,1
	0,1  (1)
	 
	 
	 
	 
	111


	Πηγή  Π2 – Δυαδικός Κωδικός HUFFMAN

	ΣΥΜΒΟΛΑ
	Πιθανότητες
	6ος κλάδος
	5ος κλάδος
	4ος κλάδος
	3ος κλάδος
	2ος κλάδος
	1ος κλάδος
	Κώδικας

	0
	0,3
	0,3
	0,3
	0,3
	0,3
	0,45
	0,55  (0)
	00

	1
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,3    (0)
	0,45  (1)
	01

	2
	0,15
	0,15
	0,15
	0,2
	0,25  (0)
	0,25  (1)
	 
	100

	3
	0,1
	0,1
	0,1
	0,15  (0)
	0,2    (1)       
	 
	 
	101

	4
	0,1
	0,1
	0,1    (0)
	0,1    (1)
	 
	 
	 
	110

	5
	0,05
	0,05  (0)
	0,1    (1)
	 
	 
	
	 
	1110

	6
	0,05
	0,05  (1)
	 
	 
	 
	 
	 
	1111


3) Οι δυαδικοί κώδικες Fano των πηγών Π1  και Π2 είναι:
Π1 Fano 
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	Π1i
	pi
	C
	li
	Μέσο Μήκος 
Pi*li

	1
	0.3
	00
	2
	0,6

	2
	0.2
	01
	2
	0,4

	3
	0.15
	100
	3
	0,45

	4
	0.15
	101
	3
	0,45

	5
	0.1
	110
	3
	0,3

	6
	0.1
	111
	3
	0,3

	Μέσο μήκος Κωδικών Λέξεων
	2,5


Π2 Fano 
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	Π2i
	pi
	C
	li
	Μέσο Μήκος 
Pi*li

	1
	0.3
	00
	2
	0,6

	2
	0.25
	01
	2
	0,5

	3
	0.15
	100
	3
	0,45

	4
	0.1
	101
	3
	0,3

	5
	0.1
	110
	3
	0,3

	6
	0.05
	1110
	4
	0,2

	7
	0,05
	1111
	4
	0,2

	Μέσο μήκος Κωδικών Λέξεων
	2,55


4)  Οι δυαδικοί κώδικες Shannon των πηγών Π1  και Π2 είναι:
	Πηγή  Π1 – Δυαδικός Κωδικός SHANNON

	ΣΥΜΒΟΛΑ
	Πιθανότητες
	Pi
	≤  li 
	li <
	Ανάπτυγμα
	Κώδικας

	0
	0,3
	0
	1,74
	2,74
	.0000000000
	00

	1
	0,2
	0,30
	2,32
	3,32
	.0100110011
	010

	2
	0,15
	0,50
	2,74
	3,74
	.1000000000
	100

	3
	0,15
	0,65
	2,74
	3,74
	.10100110011
	101

	4
	0,1
	0,80
	3,32
	4,32
	.1100110011
	1100

	5
	0,1
	0,90
	3,32
	4,32
	.11100110011
	1110


	Πηγή  Π2 – Δυαδικός Κωδικός SHANNON

	ΣΥΜΒΟΛΑ
	Πιθανότητες
	Pi
	≤  li 
	li <
	Ανάπτυγμα
	Κώδικας

	0
	0,30
	0
	1,74
	2,74
	.0000000000
	00

	1
	0,25
	0,30
	2,00
	3,00
	.0100110011
	01

	2
	0,15
	0,55
	2,74
	3,74
	.1000110011
	100

	3
	0,1
	0,70
	3,32
	4,32
	.101100110011
	1011

	4
	0,1
	0,80
	3,32
	4,32
	.1100110011
	1100

	5
	0,05
	0,90
	4,32
	5,32
	.11100110011
	11100

	6
	0,05
	0,95
	4,32
	5,32
	.111100110011
	11110


5) Οι μέσοι αριθμοί κωδικών ψηφίων των κωδικών Huffman και Fano της πηγής Π1 είναι 2,5 bps. Παρομοίως, οι μέσοι αριθμοί κωδικών ψηφίων των κωδικών Huffman και Fano της πηγής Π2 είναι 2,55 bps. Επίσης, οι μέσοι αριθμοί κωδικών ψηφίων των κωδικών Shannon των πηγών Π1 και  Π2 είναι αντίστοιχα 2,9 bps και 2,85 bps.

6) Η ομαδοποίηση των δύο δυαδικών συμβόλων ελάχιστης πιθανότητας, όπως φαίνεται στη στήλη της αρχικής συγχώνευσης κατά την εφαρμογή του αλγορίθμου κωδικοποίησης Huffman, οδηγεί στην αντιστοίχηση στα σύμβολα ελαχίστης πιθανότητας κωδικών λέξεων μεγίστου μήκους. Ο γενικός κανόνας κωδικοποίησης λοιπόν είναι η αντιστοίχηση κωδικών λέξεων ελάχιστου μήκους σε σύμβολα πηγής μέγιστης πιθανότητας και αντίστροφα. Έτσι ελαχιστοποιείται ο μέσος αριθμός κωδικών ψηφίων και προσεγγίζεται η εντροπία της πηγής, που είναι και το ζητούμενο.

7) η απόδοση, α, για το κώδικα Huffman της πηγής Π1 υπολογίζεται ως εξής:
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Ο πλεονασμός ορίζεται ως το υπόλοιπο ποσοστό της απόδοσης επί τις %.
Για τους υπόλοιπους κώδικες η απόδοση και ο πλεονασμός υπολογίζονται παρομοίως και συνοψίζονται στο παρακάτω πίνακα:

	ΑΠΟΔΟΣΗ %    –    ΠΛΕΟΝΑΣΜΟΣ %

	Κώδικας Πηγή 
	Huffman
	Fano
	Shannon

	Π1
	98,8%  - 1,2%
	98,8% - 1,2%
	85,2% - 14,8%

	Π2
	99,15%  - 0,85%
	99,15%  - 0,85%
	88,7%  - 11,03%


8) Οι κώδικες δεν είναι μοναδικοί επειδή, όπως υποδεικνύεται στους παραπάνω πίνακες, η αμοιβαία αλλαγή των ‘0’ σε ‘1’ και των ‘1’ σε ‘0’ οδηγεί σε σε διαφορετικές λέξεις. Έτσι, παρόλο ότι μπορεί να αλλάζουν οι κωδικές λέξεις, η αντιστοιχία των πιθανοτήτων των συμβόλων της πηγής με τα μήκη των κωδικών λέξεων δεν αλλάζει και οι μέσοι αριθμοί των κωδικών ψηφίων τους παραμένουν σταθεροί, είναι δηλαδή μοναδικοί.
ΘΕΜΑ 5
Μια στατική πηγή χωρίς μνήμη έχει αλφάβητο αποτελούμενο από 128 σύμβολα. Τα 32 από αυτά τα σύμβολα είναι ισοπίθανα, εμφανίζονται με πιθανότητα 1/64 και έχουν διάρκεια τ=3 msec. Τα υπόλοιπα είναι και αυτά ισοπίθανα, με χρονική όμως διάρκεια 3τ. Θεωρούμε, επίσης, ότι η πηγή εκπέμπει τα σύμβολα χωρίς χρονικό κενό μεταξύ τους.
Ζητούνται τα ακόλουθα:

1. Να υπολογιστει η εντροπία Η και ο ρυθμός παραγωγής συμβόλων R.
2. Nα βρεθεί η σηματοθορυβική σχέση ώστε να μεταδοθεί η πληροφορία με σχεδόν μηδενικό σφάλμα σε κανάλι 4 ΚHz.

(Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθεί ο νόμος Shanon-Hartley 
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 με B το εύρoς ζώνης του καναλιού και S/N ορίζεται ως σηματοθορυβική σχέση.)
Απάντηση
(α). Aρχικά θα πρέπει να υπολογίσουμε την πιθανότητα για τα σύμβολα που έχουν διάρκεια 3τ. Επομένως ισχύει


[image: image32.wmf]192

1

1

96

64

1

32

1

1

96

1

32

1

128

1

=

Û

=

×

+

Û

=

+

Û

=

å

å

å

=

=

=

x

x

p

p

p

j

j

i

i

i

i

  

Επομένως θα έχουμε
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Οσον αφορά το ρυθμό μετάδοσης αυτό ορίζεαι ως
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Οπότε για το ρυθμό  θα πρέπει να υπολογίσουμε τη μέση χρονική διάρκετια των συμβόλων

Επομένως για το 
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(β). 
Σύμφωνα με το τη σελίδα 97 του βιβλίου, πρέπει να ισχύει R < C προκειμένου να μεταδώσουμε πληροφορία με μηδενικό αριθμό σφαλμάτων. Οπότε
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ΘΕΜΑ 6

Θεωρούμε μια στατική πηγή Markoff που εκπέμπει τα σύμβολα φ, χ, ψ και ω. Η πηγή χαρακτηρίζεται από τον ακόλουθο πίνακα μετάβασης (Μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης):

[image: image47.png]Ζητούνται τα ακόλουθα:
1. Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο Huffman, να κωδικοποιήσετε τα σύμβολα της πηγής, θεωρώντας την πηγή χωρίς μνήμη. 

2. Λαμβάνοντας υπόψη τη μνήμη της πηγής, να προτείνετε και να εφαρμόσετε αποτελεσματικό τρόπο κωδικοποίησης της δεδομένης πηγής Markoff.

3. Συγκρίνετε τα μέσα μήκη των κωδικών λέξεων των κωδίκων που προκύπτουν στα ερωτήματα 1 και 2. 

Απάντηση

Για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων παραγωγής των φ, χ, ψ και ω καταστρώνουμε και επιλύουμε σύστημα πέντε εξισώσεων με τέσσερις αγνώστους, κατά ανάλογο τρόπο με την άσκηση αυτοαξιολόγησης 2.8 και το παράδειγμα 2.11. 
Θεωρώντας π1 = p(φ), π2 = p(χ), π3 = p(ψ), π4 = p(ω), έχουμε 

(1) π1 = π1 P(φ/φ)+π2P(φ/χ)+π3P(φ/ψ) + π4 P(φ/ω)= π1 (1/2)+ π2(1/4)+π30 + π4 (1/4),   

(2)π2=π1P(χ/φ)+π2P(χ/χ)+π3P(χ/ψ)+π4P(χ/ω)=π1(1/4)+π2(1/2)+π3(14)+π4 (0),   

(3) π3 =π1P(ψ/φ)+ π2P(ψ/χ)+ π3P(ψ/ψ)+ π4 P(ψ/ω)= π1(0)+π2(1/4)+π3(1/2)+π4 (1/4),  

(4)π4=π1P(ω/φ)+π2P(ω/χ)+π3P(ω/ψ)+π4P(ω/ω)= π1(1/4)+π2(0)+π3(1/4)+π4 (1/2), 

(5)π1 + π2 + π3 + π4 = 1.
Η επίλυση του συστήματος οδηγεί στο αποτέλεσμα π1=π2=π3=π4=1/4. 
Θα απαιτηθούν επίσης και οι πιθανότητες εκπομπής μηνυμάτων αποτελούμενων από δύο σύμβολα. από συνδυασμένες Για τον υπολογισμό της πιθανότητας του μηνύματος (φ,χ), η οποία είναι συνδυασμένη πιθανότητα, αρκεί να πολλαπλασιάσουμε την πιθανότητα p(φ) με την πιθανότητα P(χ/φ), δηλαδή p(m2) =p(φ,χ)=π1P12 = π1P(χ/φ)=(1/4)(1/4)=1/16. Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε και τις πιθανότητες των υπόλοιπων 15 μηνυμάτων:

p(m1) =p(φ,φ)=π1P11 = π1P(φ/φ)=(1/2)(1/4)=1/8,  

p(m3) =p(φ,ψ)=π1P13 = π1P(ψ/φ)=0,

p(m4) =p(φ,ω)=π1P14 = π1P(ω/φ)=1/16,

p(m5) =p(χ,φ)=π2P21 = π2P(φ/χ)=1/16,

p(m6) =p(χ,χ)=π2P22 = π2P(χ/χ)=1/8,

p(m7) =p(χ,ψ)=π2P23 = π2P(ψ/χ)=1/16,

p(m8) =p(χ,ω)=π2P24 = π2P(ω/χ)=0,

p(m9) =p(ψ,φ)=π3P31 = π3P(φ/ψ)=0,

p(m10) =p(ψ,χ)=π3P32 = π3P(χ/ψ)=1/16,

p(m11) =p(ψ,ψ)=π3P33 = π3P(ψ/ψ)=1/8,

p(m12) =p(ψ,ω)=π3P34 = π3P(ω/ψ)=1/16,

p(m13) =p(ω,φ)=π4P41 = π4P(φ/ω)=1/16,

p(m14) =p(ω,χ)=π4P42 = π4P(χ/ω)=0,

p(m15) =p(ω,ψ)=π4P43 = π4P(ψ/ω)=1/16,

p(m16) =p(ω,ω)=π4P44 = π4P(ω/ω)=1/8.

Επομένως,

Η(M)=- p(m1)log p(m1)- p(m2)log p(m2)- …- p(m16)log p(m16) =3,5 bits/message

1. Ο κώδικας Huffman για πηγή χωρίς μνήμη και τέσσερα ισοπίθανα σύμβολα είναι (00, 01, 10, 11).

2. Αφού η πηγή είμαι μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης, η μνήμη της πηγής έχει βάθος 1 και επομένως για την αποτελεσματική κωδικοποίησή της, αρκεί να λαμβάνουμε υπόψη το σύμβολο που εκπέμφθηκε τελευταίο. Αυτό γίνεται και με την κωδικοποίηση μηνυμάτων της πηγής αποτελούμενων από δύο σύμβολα. Προκύπτει ο ακόλουθος κώδικας (000, 001, 010, 011, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111) για τα μηνύματα (m1, m6, m11, m16, m2, m4, m5, m7, m10, m12, m13, m15).
3. το μέσο μήκος του κώδικα που προκύπτει από το ερώτημα 1 είναι 2 bits/σύμβολο, ενώ του κώδικα του ερωτήματος 2 είναι 3,5 bits/μήνυμα_δύο_συμβόλων ή 1,75 bits/σύμβολο, δηλαδή το όφελος από την επιλογή του κώδικα του ερωτήματος 2 είναι 0,25 bits/σύμβολο.
ΘΕΜΑ 7

Μια ομάδα αποκλεισμένων μαχητών επικοινωνεί με τους συμμάχους τους με χρήση ταχυδρομικών περιστεριών. Θεωρούμε ότι κάθε ταχυδρομικό περιστέρι μπορεί να μεταφέρει ένα σύμβολο του κώδικα Mors σε μορφή bits. Θεωρείστε ότι τα σύμβολα του κώδικα Mors είναι 4: τελεία, παύλα, διαχωριστικό σύμβολο γραμμάτων, διαχωριστικό σύμβολο λέξεων και ότι το κάθε σύμβολο αποστέλλεται με πιθανότητα pi, i=1,2,3,4. Ένα περιστέρι στέλνεται κάθε πέντε (5) λεπτά της ώρας και χρειάζεται πάντα τρία (3) λεπτά ακριβώς για να φτάσει στον προορισμό του.

1. Εάν όλα τα περιστέρια καταφέρνουν να φτάνουν στον προορισμό τους χωρίς την οποιαδήποτε παρέμβαση από την πλευρά του εχθρού, ποια είναι η χωρητικότητα του καναλιού σε bits/ώρα;
2. Ο εχθρός αντελήφθη τον τρόπο αυτό επικοινωνίας και προσπαθεί να πιάνει τα περιστέρια, κάτι που καταφέρνει με πιθανότητα επιτυχίας ‘a’. Κάθε περιστέρι που καταφέρνει να πιάσει ο εχθρός, αφού αλλάξει το σύμβολο που μεταφέρει το περιστέρι με ένα από τα άλλα τρία του κώδικα Mors, το ελευθερώνει και πάλι και φθάνει έτσι στον προορισμό του. (Θεωρούμε αμελητέο το χρόνο που μεσολαβεί από τη σύλληψη έως και την απελευθέρωση του περιστεριού.) Το σύμβολο αντικατάστασης επιλέγεται με βάση την ομοιόμορφη κατανομή. Ποια είναι η χωρητικότητα του καναλιού; Πώς θα μοντελοποιούσατε το κανάλι αυτό; Φτιάξτε το κατάλληλο σχήμα.

Απάντηση

1. Δεδομένου ότι τα περιστέρια μεταφέρουν τα σύμβολα Μors σε μορφή bits και ότι τα σύμβολα είναι τέσσερα αυτό σημαίνει ότι κάθε περιστέρι χρειάζεται να μεταφέρει κάθε φορά δύο bits. Με δεδομένο ότι κάθε περιστέρι αποστέλλεται κάθε 5 λεπτά, αυτό σημαίνει ότι μεταφέρονται 2 bits/ 5 λεπτά. Άρα στη κάθε ώρα έχουν αποσταλεί 12 περιστέρια και άρα υπάρχει δυνατότητα μεταφοράς 24 bits/ώρα. Ο χρόνος μεταφοράς του κάθε περιστεριού δεν επηρεάζει το ρυθμό των bits αφού η αποστολή είναι συνεχής.
2. Κάθε σύμβολο φτάνει στον προορισμό του με πιθανότητα 1-α, ενώ φτάνει ως διαφορετικό σύμβολο με πιθανότητα α/3, όπως φαίνεται και από το σχήμα.
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Επομένως έχουμε 
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Για να βρούμε την χωρητικότητα του καναλιού πρέπει πρώτα να βρούμε την αμοιβαία πληροφορία 


Ι(Χ;Υ) = Η(Υ)-Η(Υ/Χ)
(2)

Οπότε έχουμε 
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(3)

Αντικαθιστώντας τις πιθανότητες της (1) στην (3) έχουμε 


[image: image41.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

4

1

/1log1logloglog

333333

1log1log

3

1log1loglog3

log3

j

aaaaaa

HYXPXjaa

a

aaa

aaaa

Haa

=

éù

ìü

æöæöæö

=-=--+++

íý

êú

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

îþ

ëû

éù

æö

=---+

ç÷

êú

èø

ëû

éù

=---+-

ëû

=+

å


(4)

Από την (4) και (2) προκύπτει ότι 
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οπότε η χωρητικότητα του καναλιού θα είναι 
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(6)

Από την (6) προκύπτει ότι η χωρητικότητα του καναλιού μεγιστοποιείται όταν η Η(Υ) μεγιστοποιείται. Αυτό συμβαίνει όταν η τ.μ. Υ ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή δηλαδή όταν Ρ(Υ=i)=1/4. Το ερώτημα λοιπόν που μένει να απαντηθεί είναι αν υπάρχει κατανομή της τ.μ. Χ η οποία να παράγει ομοιόμορφη κατανομή για την Υ με δεδομένο το κανάλι. Πράγματι αν η Χ είναι ομοιόμορφη τότε έχουμε:


Ρ(Χ=i)=1/4,   i=1,2,3,4

Με βάση αυτό έχουμε ότι 
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Οπότε από την (1) προκύπτει ότι
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Παρατηρούμε δηλαδή ότι και η τ.μ. Υ ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή.

Άρα από την (6) συμπεραίνουμε ότι
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Κριτήρια αξιολόγησης:

	ΘΕΜΑ 1
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	3

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	8

	ΘΕΜΑ 2
	12
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	4

	ΘΕΜΑ 3
	15
	

	Ερώτημα 1
	
	3

	Ερώτημα 2
	
	3

	Ερώτημα 3
	
	3

	Ερώτημα 4
	
	6

	ΘΕΜΑ 4
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	2

	Ερώτημα 4
	
	4

	Ερώτημα 5
	
	2

	Ερώτημα 6
	
	2

	Ερώτημα 7
	
	2

	Ερώτημα 8
	
	2

	ΘΕΜΑ 5
	10
	

	Ερώτημα 1
	
	5

	Ερώτημα 2
	
	5

	ΘΕΜΑ 6
	10
	

	Ερώτημα 1
	
	2

	Ερώτημα 2
	
	6

	Ερώτημα 3
	
	2

	ΘΕΜΑ7
	18
	

	Ερώτημα 1
	
	6

	Ερώτημα 2
	
	12

	ΣΥΝΟΛΟ
	100
	


Ο συνολικός βαθμός θα διαιρεθεί δια 10, ώστε να προκύψει ο τελικός βαθμός της εργασίας.

Τρόπος – Ημερομηνία Παράδοσης

1. Η εργασία σας θα πρέπει να έχει αποσταλεί στον Καθηγητή-Σύμβουλό σας μέχρι την 26η Απριλίου 2009, ώρα 23:59.
2. Περιμένουμε όλες οι εργασίες να σταλούν μέσω Ηλεκτρονικού Ταχυδρομείου (e-mail) και να είναι γραμμένες σε επεξεργαστή κειμένου (π.χ. MS-Word). 
3. Την 30η Απριλίου 2009 θα δημοσιευθεί ενδεικτική απάντηση για την επίλυση της εργασίας στο site της Θ.Ε. στο Διαδίκτυο, “http://p-comp.di.uoa.gr/eap/index.htm ”.

Καλή Επιτυχία!!!
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