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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ

Θ.Ε. ΠΛΗ22 «Βασικά Ζητήματα Δικτύων Η/Υ»



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2008-09)

1η Γραπτή Εργασία 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

Στόχος: Βασικό στόχο της 1ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με τις διαφορετικές κατηγορίες σημάτων, η περιγραφή σημάτων στο πεδίο των συχνοτήτων και η κατανόηση της λειτουργίας των φίλτρων στα τηλεπικοινωνιακά συστήματα.
Περιγραφή

Η εργασία περιλαμβάνει επτά (7) θέματα που αναφέρονται στα Κεφάλαια 1, 2 και 3 του Τόμου των «Ψηφιακών Επικοινωνιών».
(Σημείωση: Για όλα τα θέματα μπορείτε να χρησιμοποιήσετε χωρίς απόδειξη τις ιδιότητες των μετασχηματισμών Fourier και τους μετασχηματισμούς Fourier χαρακτηριστικών σημάτων από πίνακες.)

ΘΕΜΑ 1

Δίνεται το ακόλουθο σήμα 
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(α) Να αποδειχθεί ότι το x(t) είναι περιοδικό και να βρεθεί η περίοδός του.

(β) Να σχεδιαστεί το αμφίπλευρο φάσμα πλάτους του x(t).

(γ) Το σήμα περνάει από ένα ιδανικό φίλτρο με συνάρτηση μεταφοράς H(f) που δίνεται από τη σχέση H(f)=10[u(f-325)-u(f-700)] +10[u(-f-325)-u(-f-700)]. 

Να σχεδιάσετε τη συνάρτηση μεταφοράς του φίλτρου και το φάσμα πλάτους στην έξοδο του.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
(α). Το x(t) πρέπει να γραφεί ως άθροισμα περιοδικών όρων:
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Ο πρώτος όρος είναι σταθερός.

Για το δεύτερο όρο η περίοδος είναι 
[image: image5.wmf]1
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Για τον τρίτο όρο του αθροίσματος η περίοδος είναι 
[image: image6.wmf]2
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Για τον τέταρτο όρο η περίοδος είναι 
[image: image7.wmf]3
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Για τον πέμπτο όρο η περίοδος είναι 
[image: image8.wmf]4
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Η κοινή περίοδος θα πρέπει να ικανοποιεί
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για ελάχιστα k,l,m,n. 
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Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο όλων των περιόδων είναι 1/50 (k=6, l=7, m=13, n=20) συνεπώς το σήμα είναι περιοδικό με περίοδο 1/50 = 0,02 sec. Το σήμα φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.
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(β). Το αμφίπλευρο φάσμα πλάτους του σήματος 
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 έχει ως εξής:
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γ. Το φίλτρο είναι ζωνοπερατό 


[image: image13] 
συνεπώς στην έξοδό του το σήμα θα έχει φάσμα πλάτους:
	







Προσοχή, οι συχνότητες στα 350 και 650 Hz ενισχύονται 10 φορές!

ΘΕΜΑ 2
(α) Να υπολογίσετε τον αντίστροφο μετασχηματισμό της 
[image: image14.wmf]-+
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(β) Να απλοποιήσετε την έκφραση y(t)=Π(t)*cos(πt) (όπου το ‘*’ υποδηλώνει τη συνέλιξη) υπολογίζοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό της Y(f). 

(γ) Να απλοποιήσετε την έκφραση 
[image: image15.wmf]()sin()*sin(/2)
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=

 (όπου το ‘*’ υποδηλώνει τη συνέλιξη) υπολογίζοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό της Χ(f).

(δ) Να υπολογίσετε την ενέργεια που περιέχεται στο σήμα 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

(α). Γνωρίζουμε ότι 
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και ότι 
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Για f0=20 και α=1/2.
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Για f0=-20 και α=1/2. 
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Άρα, 
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(β). Γνωρίζουμε ότι 
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Συνεπώς 
[image: image26.wmf](

)

00

1

()sin()()()

2

Yfcfffff

dd

=-++

=
[image: image27.wmf]00

11

()sin()()sin()()

22

Yfcfffcfff

dd

=-++

.

Όμως ο όρος 
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είναι μη μηδενικός μόνον για f=1/2 και αντίστοιχα ο όρος 
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 για f=-1/2. 

Συνεπώς 
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Όμως 
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(γ). Γνωρίζουμε ότι 
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. Όμως όπως φαίνεται και στο σχήμα ο Π(f) είναι πιο ευρύς από τον Π(2f) συνεπώς 
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Από τον αντίστροφο μετασχηματισμό προκύπτει ότι x(t) = sinc(t/2).
(δ). Η ολοκλήρωση στο πεδίο του χρόνου είναι δύσκολη για τη συνάρτηση αυτή. Γνωρίζουμε όμως ότι 
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. Συνεπώς εύκολα προκύπτει ότι 
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Άρα μέσω του θεωρήματος του Parseval η ενέργεια δίνεται από τη σχέση
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. Η συνάρτηση Λ() είναι άρτια, και μη-μηδενική μόνον για |f|<3, συνεπώς  
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ΘΕΜΑ 3
(α) Να υπολογιστεί ο ΜΣ Fourier για το παρακάτω σήμα. (Υπόδειξη: Να θεωρήσετε κατάλληλους συνδυασμούς τετραγωνικών και τριγωνικών παλμών για να δημιουργήσετε το σήμα στην αρχή των αξόνων και μετά να το μετατοπίσετε).
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(β) Να υπολογιστεί ο ΜΣ Fourier για το πιο κάτω σήμα όταν αυτό πολλαπλασιαστεί με το σήμα -2[u(t) – u(t-2)].
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Στην αρχή των αξόνων το σήμα είναι το εξής:

[image: image45.emf]-2 0 2 t

2

x’(t)

-2 0 2 t

2

-2 0 2 t

2

x’(t)


Το x’(t) μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα τετραγωνικού και τριγωνικού σήματος: 
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Ο ΜΣ Fourier του x’(t) με βάση την ιδιότητα αλλαγής κλίμακας και γνωστούς μετασχηματισμούς για τον τριγωνικό και τετραγωνικό παλμό, είναι: 
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To x(t) μπορεί να παραχθεί από το x’(t) αν το αντίθετο του τελευταίου μετατοπιστεί προς τα δεξιά κατά μια μονάδα χρόνου, επομένως


[image: image48.wmf]()'()

o

xtxtt

=--

 με to=1

Σύμφωνα με την ιδιότητα της χρονικής μετατόπισης έχουμε:
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(β) 
[image: image50.emf]-1

1

-1

1

0

t

-2 2

-1

1

-1

1

0

t

-2 2

x(t)

-1

1

-1

1

0

t

-2 2

-1

1

-1

1

0

t

-2 2

x(t)


[image: image51.emf]x(t)
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Το τελευταίο σήμα παρατηρούμε ότι είναι ένας καθυστερημένος κατά μια χρονική μονάδα τριγωνικός παλμός, δηλ. το 2Λ(t-1) και επομένως ο ΜΣ Fourier του είναι 
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ΘΕΜΑ 4
Δίνεται το σήμα 
[image: image54.wmf](
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. Να διερευνηθεί η περιοδικότητα και να υπολογιστεί η περίοδος των παρακάτω σημάτων (αν είναι περιοδικά):

(α) 
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(β) 
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(γ) 
[image: image58.wmf](

)

(

)

(

)

3

d

xtxatxbt

dt

=×

éù

ëû


(δ) 
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(ε) 
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και  το ‘*’ υποδηλώνει τη συνέλιξη.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ
(α) 
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Το σήμα είναι συνημιτονικό, άρα και περιοδικό με περίοδο ίση με:
[image: image62.wmf]1

0

1

2

T

f

=


(β) 
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Το σήμα είναι συνημιτονικό, άρα και περιοδικό με περίοδο ίση με:
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Γνωρίζουμε ότι:
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Άρα το σήμα διαδοχικά γράφεται:
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δηλαδή αποτελείται από το άθροισμα 2 ημιτονικών περιοδικών όρων με τις εξής περιόδους:

Για τον όρο: 
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Για τον όρο: 

[image: image69.wmf](
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Ο λόγος των 2 περιόδων είναι:
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Για να είναι το σήμα 
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να είναι ρητός, και αυτό συμβαίνει σε 2 περιπτώσεις:

(ι) Αν τα α,b είναι ρητοί 

(ιι) Αν τα α,b είναι άρρητοι αλλά ο λόγος τους 
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 (δ) 
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Το σήμα δεν είναι περιοδικό, διότι δεν ισχύει 
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(ε) 
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Θα εργαστούμε στο πεδίο των συχνοτήτων . Ισχύει ότι:
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Από πίνακες MΣ Fourier γνωρίζουμε ότι:
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και 
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Το παρακάτω σχήμα απεικονίζει τα δύο σήματα στο πεδίο των συχνοτήτων. 


Παρατηρούμε ότι η συνέλιξη του 
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ΘΕΜΑ 5
Δίνεται το σήμα 
[image: image91.wmf](
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με την ακόλουθη έκφραση στο πεδίο του χρόνου:
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, όπου οι 
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 θετικοί πραγματικοί αριθμοί με 
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(α) Να σχεδιαστεί η χρονική κυματομορφή του σήματος.

(β) Να εκφραστεί το σήμα 
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ως συνάρτηση ορθογωνικών παλμών rect.

(γ) Να υπολογιστεί το φάσμα πλάτους του σήματος 
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(δ) Να θεωρήσετε ένα σήμα με φάσμα πλάτους 
[image: image97.wmf](

)

(

)

1

f

Yfxftri

a

éù

æö

=+

ç÷

êú

èø

ëû
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

(α) Δίνεται ότι 
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Για κάθε όρο του αθροίσματος υπολογίζουμε το αντίστοιχο σημείο ασυνέχειας:
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Σε έναν άξονα των πραγματικών αριθμών σημειώνουμε τα σημεία ασυνέχειας και κάτω από τον άξονα εντοπίζεται η τιμή του κάθε όρου του αθροίσματος για κάθε υποδιάστημα:
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Συνεπώς, το διάγραμμα της χρονικής κυματομορφής του σήματος θα είναι το παρακάτω:



(β) Με βάση και το σχήμα, το σήμα μπορεί να εκφραστεί ως:
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Εναλλακτικά, η αρχική έκφραση του σήματος αναλυτικά γράφεται:
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κι επειδή ισχύει ότι 
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Θα έχουμε ότι:
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(γ)

Γνωρίζουμε ότι:
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Άρα, το φάσμα πλάτους του σήματος θα είναι:


[image: image114.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

11

2sinc22sinc2

22

F

tt

xtrectrectbbfaafXf

ba

æöæö

=+¬¾®×+×=

ç÷ç÷

èøèø


(δ) Δίνεται το σήμα με φάσμα πλάτους 
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Το φάσμα πλάτους απεικονίζεται ως εξής:


Κι επειδή ισχύει ότι :
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, το φάσμα της εξόδου του φίλτρου γράφεται ως:
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ΘΕΜΑ 6
Να υπολογισθούν οι ΜΣ Fourier των ακόλουθων σημάτων:
(α)  
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(β)  
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Η βασική ιδέα σε όλα αυτά τα ερωτήματα είναι να μ/σ αυτές οι συναρτήσεις σε γνωστές μας από τους πίνακες Fourier ώστε στην συνέχεια να εφαρμοστούν τα γνωστά τυπολόγια
(α) 
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Γνωρίζουμε από πίνακες ΜΣ Fourier ότι:
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Με βάση την ιδιότητα δυισμού έχουμε:
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Άρα το ζητούμενο φάσμα θα είναι το ακόλουθο (θέτοντας 
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(β) 
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βάσει τυπολογίου ΜΣ Fourier έχουμε τα εξής:
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και εφαρμόζοντας την ιδιότητα  χρονικής ολίσθησης με 
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 τελικά το ζητούμενο φάσμα γράφεται: 
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ΘΕΜΑ 7

Δίνεται το μονόπλευρο φάσμα πλάτους του σήματος x(t) , ως εξης:  

X(f)=10 δ(f) + 8 δ(f-2) + 6 δ(f-4) +4 δ(f-6) + 2 δ(f-8) + δ(f-10) + ½  δ(f-12)

Tο σήμα περνάει από ένα φίλτρο με κρουστική απόκριση  h(t) = sinc2(5t) cos(20πt) και στην έξοδο λαμβάνεται το σήμα y(t) με μονόπλευρο φάσμα πλάτους Υ(f).  

Ζητoύνται τα εξής:
(α) Να ευρεθεί το μονόπλευρο φάσμα πλάτους Υ(f) του σήματος εξόδου του φίλτρου.
(β) Να σχεδιαστούν τα σήματα x(t), y(t) τόσο στο πεδίο του χρόνου όσο και στο πεδίο των συχνοτήτων.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Προκειμένου να εφαρμοσθεί το θεώρημα Y(f) = X(f) H(f) των γραμμικών και χρονικά αμετάβλητα συστημάτων απαιτείται να υπολογισθούν τα αμφίπλευρα φάσματα όπου χρειάζεται.

Αμφίπλευρο φάσμα X(f) = 10 δ(f) + 4 δ(f-2) + 4 δ(f+2) + 3 δ(f-4) +3 δ(f+4) + 2 δ(f-6) +2 δ(f + 6) +  δ(f-8) +  δ(f + 8) + ½ δ(f-10) + 1/2 δ(f + 10) +  ¼  δ(f-12) + ¼  δ(f+12)
H(f) = Fourier { h(t) } =>  
sinc2(5t)  ( ιδιότητα κλιμάκωσης ( 1/5 tri(f/5)

λόγω ιδιότητας διαμόρφωσης ( sinc2(5t) cos(20πt) ( H(f) = 1/10 { tri[(f+10)/5]           + tri[(f-10)/5]}

Η πρώτη tri() ορίζεται στο -15<f <-5  με κέντρο -10, και εύρος 10 = 2*5

Η δεύτερη tri() ορίζεται στο 5<f <15  με κέντρο 10, και εύρος 10 = 2*5

Από το αμφίπλευρο φάσμα του X(f) ανωτέρω θα περάσουν κατά συνέπεια οι όροι
2 δ(f-6) +2 δ(f + 6) +  δ(f-8) +  δ(f + 8) + ½ δ(f-10) + 1/2 δ(f + 10) +  ¼  δ(f-12) + ¼  δ(f+12)

και πλέον το αμφίπλευρο φάσμα του σήματος εξόδου είναι

Y(f) = 1/10 { 1/5 *2 δ(f-6) + 1/5 *2 δ(f + 6) + 3/5 δ(f-8) +  3/5 δ(f + 8) + ½ δ(f-10) + ½  δ(f + 10) +  3/5 *¼  δ(f-12) +3/5*  ¼  δ(f+12) }
Οπότε το μονόπλευρο ζητούμενο φάσμα του Y(f) =  1/10 { 4/5 δ(f-6) + 6/5 δ(f-8) +   δ(f-10) + 6/5 *¼  δ(f-12) }

B) Τα ζητούμενα διαγράμματα φαίνονται παρακάτω:
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