	[image: image27.png]@




	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2005-6) – ΓΡΑΠΤΗ ΕΡΓΑΣΙΑ #4





ΛΥΣΕΙΣ
Στόχος:

Βασικό στόχο της 4ης εργασίας αποτελεί η εξοικείωση με έννοιες από τη Θεωρία Πιθανοτήτων, τα διάφορα μέτρα πληροφορίας (Κεφάλαιο 1) και τις σχετικές έννοιες διακριτών πηγών χωρίς μνήμη και με μνήμη (Κεφάλαιο 2) και διακριτών επικοινωνιακών καναλιών (Κεφάλαιο 3). Επίσης, η εφαρμογή αλγορίθμων κωδικοποίησης πηγής (Κεφάλαιο 2). 

Περιγραφή

Η εργασία περιλαμβάνει έξι (6) θέματα τα οποία αφορούν στα Κεφάλαια 1, 2 και 3 του τόμου ‘Θεωρία Πληροφορίας και Κωδικοποίησης’. 

ΘΕΜΑ 1
Όπως γνωρίζουμε, το βόλεϊ είναι ένα παιχνίδι μεταξύ δύο ομάδων, το οποίο τερματίζεται όταν μία εξ΄ αυτών κερδίσει 3 sets. Θεωρούμε την τυχαία μεταβλητή Χ, η οποία υποδηλώνει τα δυνατά αποτελέσματα αγώνα βόλεϊ, τα οποία είναι α) 3-0 υπέρ της μίας ή της άλλης ομάδας (δεν διακρίνουμε μεταξύ 3-0 και 0-3, αλλά θεωρούμε και τα δύο αποτελέσματα ως 3-0), β) 3-1 υπέρ της μιας ή της άλλης ομάδας (δεν διακρίνουμε μεταξύ 3-1 και 1-3, αλλά θεωρούμε και τα δύο αποτελέσματα ως 3-1) και γ) 3-2 υπέρ της μιας ή της άλλης ομάδας (δεν διακρίνουμε μεταξύ 3-2 και 2-3, αλλά θεωρούμε και τα δύο αποτελέσματα ως 3-2). Η τυχαία μεταβλητή Υ υποδηλώνει το πλήθος των sets, τα οποία παίζονται μέχρι να κερδίσει τον αγώνα η μία εκ των δύο ομάδων, με δυνατές τιμές τις 3, 4 και 5. Θεωρούμε ακόμα ίση την πιθανότητα για κάθε ομάδα να κερδίσει ένα set και ότι το αποτέλεσμα κάθε set είναι ανεξάρτητο από το αποτέλεσμα οποιουδήποτε άλλου. Ζητούνται

1. Η(Χ) και Η(Υ),

2. H(X/Y) και H(Y/X),
3. Η(Χ, Υ) και Ι(Χ;Υ),
(Υπόδειξη: συμβολίστε με Α τη μία και με Β την άλλη ομάδα και με ΑΑΑ ή ΒΒΒ την περίπτωση–γεγονός να κερδίσει τον αγώνα η ομάδα Α ή η ομάδα Β με 3-0 κ.λπ. Η πιθανότητα p(x1=3-0)=p(AAA ή BBB)= 1/8 + 1/8=1/4. Με ανάλογο τρόπο προσδιορίζονται και οι υπόλοιπες πιθανότητες.)
Απάντηση
1. Πρώτα πρέπει να προσδιορίσουμε όλες τις πιθανότητες που μας ενδιαφέρουν. Ακολουθώντας την υπόδειξη, για να ολοκληρωθεί ένας αγώνας με 3-0 υπέρ της ομάδας Α ή Β, δηλαδή για να έχουμε το γεγονός ΑΑΑ ή ΒΒΒ, η πιθανότητα είναι p(x1=3-0)=p(AAAήBBB)=1/8+1/8=1/4, αφού p(AAA)=p(BBB)=1/2*1/2*1/2 =1/8. Από την άλλη πλευρά, p(x2=3-1)=p(AAΒA ή BBΑB ή ΑΒΑΑ ή ΒΑΒΒ ή ΑΒΒΒ ή ΒΑΑΑ)=1/16 + 1/16 + 1/16  + 1/16  + 1/16  + 1/16=6/16. Τέλος, p(x3=3-2)=p(AAΒΒA ή ΒΒΑΑΒ ή ΑΑΒΒΒ ή ΒΒΑΑΑ ή ΑΒΑΒΑ ή ΒΑΒΑΒ ή ΑΒΑΒΒ ή ΒΑΒΑΑ ή ΑΒΒΑΑ ή ΒΑΑΒΒ ή ΑΒΒΑΒ ή ΒΑΑΒΑ)=12*(1/32)=12/32=6/16. Παρατηρούμε ότι p(x)+ p(x2)+ p(x3)=4/16+6/16+6/16=1. Αφού η Υ υποδηλώνει το πλήθος των sets που παίζονται μέχρι να κερδίσει το αγώνα η ομάδα Α ή η ομάδα Β, ισχύει p(x1=3-0)= p(y1=3)=1/4,  p(x2=3-1)= p(y2=4)=6/16  και p(x3=3-2)= p(y3=3)=6/16. 
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2. Από την εκφώνηση συνάγουμε τις ακόλουθες δεσμευμένες πιθανότητες: 
[image: image2.wmf].
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Επίσης, 
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 Ακόμα,  
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Αφού έχουμε τις δεσμευμένες πιθανότητες που χρειαζόμαστε μπορούμε να υπολογίσουμε
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Επίσης, H(Y/X)=0.
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Ι(Χ;Υ)= Η(X)-Η(Χ/Υ)=H(X)+H(Y)-H(X,Y)= 1,5612bits,
(Παρατήρηση: αφού σύμφωνα με την εκφώνηση, οι Χ και Υ είναι πλήρως εξαρτημένες η μία από την άλλη, γνωρίζουμε ότι ισχύει H(X/Y)=H(Y/X)=0 και Ι(Χ;Υ)=Η(Χ)=Η(Υ)=Η(Χ,Υ), που επιβεβαιώσαμε και με τα ανωτέρω αριθμητικά αποτελέσματα.)
ΘΕΜΑ 2

1. Μια πηγή συμβόλων παράγει χαρακτήρες, a, από το αλφάβητο Α={0,1,...,9,α,β,γ,...,χ,ψ,ω}. Αν ισχύει, i) η πιθανότητα το a να είναι αριθμός είναι ίση με 1/3 ενώ με δεδομένο ότι είναι αριθμός η πιθανότητα να παίρνει κάποια από τις τιμές (0,1,...,9) είναι η ίδια, ii) η πιθανότητα το a να είναι φωνήεν είναι ίση με 1/3 ενώ με δεδομένο ότι είναι φωνήεν η πιθανότητα να παίρνει κάποια από τις τιμές (α,ι,υ,ε,ο,η,ω) είναι η ίδια και iii) η πιθανότητα το a να είναι σύμφωνο είναι ίση με 1/3 ενώ με δεδομένο ότι είναι σύμφωνο η πιθανότητα να παίρνει κάποια από τις τιμές (β,γ,δ,ζ,...,φ,χ,ψ) είναι η ίδια, να βρεθεί η εντροπία Η(Α) της πηγής των συμβόλων. 

2. Έστω η πηγή των συμβόλων Α={α,β,γ,δ} με πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων Α της πηγής  {0.6, 0.3, 0.08, 0.02}, αντίστοιχα.

i) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει άμεσος και μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος δυαδικός κώδικας με μήκη κωδικών λέξεων {1,2,2,3} 

ii) Να βρεθεί ένας βέλτιστος μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος δυαδικός κώδικας. Ποια είναι η βέλτιστη και ποια η ελάχιστη τιμή του μέσου μήκους κωδικής λέξης; Σε ποια περίπτωση ο βέλτιστος κώδικας παράγει μήκη κωδικών λέξεων που είναι επίσης ελάχιστα; Δώστε ένα τέτοιο παράδειγμα. 
Απάντηση

1. Υπάρχουν δύο τρόποι επίλυσης του ερωτήματος:

1ος Τρόπος

Έστω οι τυχαίες μεταβλητές (τμ) Χ, Υ, Ζ που αντιστοιχούν στα γεγονότα
X=xi={a=αριθμός i}, i=0,1,…,9

Υ=yj,={a=φωνήεν j}, j=α,ι,υ,ε,ο,η,ω

Ζ=zk={a=σύμφωνο k}, k=β,γ,δ,ζ,θ,κ,...,ψ
Τότε οι πιθανότητες της κάθε μιας τμ είναι:
P(X=xi)=1/3 * 1/10=1/30

P(Υ=yj)=1/3 * 1/7=1/21

P(Z=zk)=1/3 * 1/17=1/51

Οπότε η εντροπία της πηγής των συμβόλων είναι:
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2ος Τρόπος
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Εκμεταλλευόμενοι την ιδιότητα της αθροιστικότητας της εντροπίας (βλ. σχήμα) μπορούμε να επιλύσουμε την άσκηση με πιο σύντομο τρόπο ως εξής:

Η(1/3,1/3,1/3)+1/3 * Η(1/10,…1/10 / a=αριθμός)+ 1/3 * Η(1/7,…,1/7 / a=φωνήεν) + 1/3 * Η(1/17,…,1/17 / a=σύμφωνο)=

log3+1/3*log(10)+1/3*log(7)+1/3*log(17)=

log3+1/3*log(1190)=4.98

i)

Γνωρίζουμε από το θεώρημα της ανισότητας Kraft ότι ένας άμεσος και μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος δυαδικός κώδικας πρέπει να πληροί την ανισότητα Kraft. Παρατηρούμε όμως ότι ο κώδικας με μήκη κωδικών λέξεων {1,2,2,3} δεν πληροί την ανισότητα Kraft αφού 
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και άρα δεν μπορεί να υπάρχει ένας άμεσος και μοναδικά αποκωδικοποιήσιμος δυαδικός κώδικας με αυτά τα μήκη.
ii)

Γνωρίζουμε ότι η κωδικοποίηση Huffman κατασκευάζει βέλτιστους κώδικες. Κωδικοποιώντας κατά Huffman όπως απεικονίζεται στο σχήμα έχουμε
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Το μέσο μήκος κωδικής λέξης σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα δίνεται από τη σχέση
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και αυτό είναι το βέλτιστο μέσο μήκος του κώδικα
Γνωρίζουμε όμως από το θεώρημα κωδικοποίησης πηγής (βλ. θεώρημα 2.1, σελ. 55 του βιβλίου) ότι Η(X)≤ L. Άρα η ελάχιστη τιμή του μέσου μήκους κωδικής λέξης είναι ίση με την εντροπία της πηγής η οποία στη συγκεκριμένη περίπτωση είναι διαφορετική από το L.
Η(Χ)=-(0.6)log(0.6)-(0.3)log(0.3)-(0.08)log(0.08)-(0.02)log(0.02)=1.36 bits
Για να ισχύει η ισότητα του θεωρήματος κωδικοποίησης και άρα να έχουμε βέλτιστο και ελάχιστο μήκος ίσα θα πρέπει οι πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων να είναι δυνάμεις του 2.

Δηλαδή, για να έχουμε μέσο μήκος κωδικών λέξεων ίσο με την εντροπία της πηγής, θα έπρεπε οι πιθανότητες να ήταν τέτοιες ώστε να προέκυπταν ακέραιοι για όλα τα (-log(p(i)), δηλαδή οι πιθανότητες (1/2, 1/4, 1/8 και 1/8) που είναι πιο κοντά στις δεδομένες. 

(Βέβαια για 4 σύμβολα, θα μπορούσαμε να έχουμε και τις πιθανότητες (1/4, 1/4, 1/4, 1/4), αλλά αυτές αποκλίνουν πολύ περισσότερο από τις δεδομένες.)
ΘΕΜΑ 3

Μια πηγή Markoff εκπέμπει τα σύμβολα α, β και γ. Η πηγή χαρακτηρίζεται από τον ακόλουθο πίνακα μετάβασης (Μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξης):
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Ζητείται να υπολογιστούν

1. Οι πιθανότητες εκπομπής των συμβόλων α, β και γ, δηλαδή οι p(α), p(β) και p(γ).
2. Η εντροπία της πηγής.

3. Το μέσο πληροφορικό περιεχόμενο μηνυμάτων αποτελούμενων από δύο σύμβολα.

4. Ο πλεονασμός, ο πλεονασμός εξάρτησης και ο ολικός πλεονασμός της διακριτής πηγής.
Απάντηση

1. Για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων παραγωγής των α, β και γ καταστρώνουμε και επιλύουμε σύστημα τεσσάρων εξισώσεων με τρεις αγνώστους, κατά ανάλογο τρόπο με την άσκηση αυτοαξιολόγησης 2.8 και το παράδειγμα 2.11. Θεωρώντας π1 = p(α), π2 = p(β) και π3 = p(γ), έχουμε 
(1) π1 = π1 P(α/α)+π2P(α/β)+π3P(α/γ) = π1 (0,25)+ π2(0,25)+ π3 (0,5),   

(2) π2=π1P(β/α)+π2P(β/β)+π3P(β/γ)=π1(0,25)+π2(0,5)+π3(0,5),   

(3) π3 =π1P(γ/α)+ π2P(γ/β)+ π3P(γ/γ)= π1(0,5)+π2(0,25)+π3 (0),  

(4)π1 + π2 + π3 = 1.
Από την (3) λαμβάνουμε: π3 =0,5π1+0,25π2. Αντικαθιστώντας το αποτέλεσμα αυτό στις άλλες εξισώσεις (1), (2) και (4) λαμβάνουμε το ακόλουθο σύστημα 3 εξισώσεων με 2 αγνώστους:

(α) π1 = π1 0,25+ π20,25+π3(0,5)=0,25π1+0,25π2+(0,5)(0,5π1+0,25π2)=0,5π1+0,375π2, δηλαδή 0,5π1 = 0,375 π2,

(β) π2 =0,25π1+0,5π2+(0,5)(0,5π1+0,25π2)=0,5π1+0,625π2 , δηλαδή 0,375π2 = 0,5π1,

(γ) π1 + π2 + 0,5π1 + 0,25π2 = 1,5π1 + 1,25π2 =1.

Από τις (α και γ) ή (β και γ) λαμβάνουμε 1,5π1+1,25π2 =1,125π2+1,25π2=2,375π2=1 και επομένως π2=0,421,  π1=0,316 και π3=0,263.

2. Για τον υπολογισμό της εντροπίας της πηγής Markoff εφαρμόζουμε τους τύπους 2.12. και 2.13 του βιβλίου (σελ. 73).

Η εντροπία των συμβόλων που εκπέμπεται από κάθε κατάσταση δίνεται κατωτέρω:

Η(Κ1)=- 0,25log0,25-0,25log0,25-0,5log0,5=1,5,

Η(Κ2)= - 0,25log0,25-0,5log0,5-0,25log0,25=1,5,

Η(Κ3)=- 0,5log0,5-0,5log0,5-0=1,

Για να υπολογίσουμε την εντροπία της πηγής αρκεί να υπολογίσουμε τη μέση τιμή των ανωτέρω, λαμβάνοντας υπόψη και τη βαρύτητα καθεμιάς κατάστασης (δηλαδή την πιθανότητά της):

Η(S)=0,316x1,5 + 0,421x1,5 + 0,263x1= 1,3685 bits/symbol.

3. Πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τις πιθανότητες όλων των δυνατών μηνυμάτων μήκους δύο συμβόλων. Κατόπιν μπορούμε να εφαρμόσουμε  τον τύπο 2.14 του βιβλίου (σελ. 73) για τον υπολογισμό της ζητούμενης μέσης ποσότητας πληροφορίας.

Για τον υπολογισμό της πιθανότητας του μηνύματος (α,β), η οποία είναι συνδυασμένη πιθανότητα, αρκεί να πολλαπλασιάσουμε την πιθανότητα p(α) με την πιθανότητα P(β/α), δηλαδή p(m2)=p(α,β)=π1P12=π1P(β/α)= 0,316x0,25=0,075. Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε και τις πιθανότητες των υπόλοιπων 8 μηνυμάτων:
p(m1) =p(α,α)=π1P11 = π1P(α/α)=0,075,  

p(m3) =p(α,γ)=π1P13 = π1P(γ/α)=0,158,

p(m4) =p(β,α)=π2P21 = π2P(α/β)=0,105,

p(m5) =p(β,β)=π2P22 = π2P(β/β)=0,210,

p(m6) =p(β,γ)=π2P23 = π2P(γ/β)=0,105,

p(m7) =p(γ,α)=π3P31 = π3P(α/γ)=0, 1315,

p(m8) =p(γ,β)=π3P32 = π3P(β/γ)=0,1315,

p(m9) =p(γ,γ)=π3P33 = π3P(γ/γ)=0.

Επομένως,

Η(M)=- p(m1)log p(m1)- p(m2)log p(m2)- …- p(m9)log p(m9) =2,93 bits/message
4. Για τον υπολογισμό του πλεονασμού, του πλεονασμού εξάρτησης και του ολικού πλεονασμού (τύποι 2.17 και 2.18 του βιβλίου, σελ. 74), υπολογίζουμε πρώτα την εντροπία πηγής χωρίς μνήμη. 

Ηχωρίς μνήμη (S)=-0,316log0,316-0,421log0,421-0,263log0,263=0,525+0,525+0,51
=1,56 bits/symbol
Η μέγιστη εντροπία της πηγής χωρίς μνήμη είναι 1,585 bits, αφού έχουμε 3 σύμβολα.

Επομένως,

red=1-(1,56/1,585)=0,016,

redεξ =1-(1,3685/1,56)=0,123 και

redολ =1-(1,3685/1,585)= 0,137.
ΘΕΜΑ 4
Δίνεται ένα διακριτό κανάλι χωρίς μνήμη. Στην είσοδο του καναλιού εμφανίζονται τα σύμβολα xi={0,1,2}, i=0, 1, 2, με πιθανότητες εμφάνισης p(x0)=α, p(x1)=(2/3)-α και p(x2)=1/3. Στην έξοδο του καναλιού λαμβάνονται τα σύμβολα yj={0,1,2}, j=0, 1, 2. Ισχύει Υ=Χ+Ζ (mod3), όπου η Ζ είναι ανεξάρτητη της Χ  και λαμβάνει τις τιμές zi={0,1,2} i=0, 1, 2 με τις ακόλουθες πιθανότητες: P(z0)=1/2, P(z1)=1/4, P(z2)=1/4.
Ζητείται

1. Να καταρτιστεί ο πίνακας μετάβασης του καναλιού.

2. Να υπολογιστεί η ποσότητα πληροφορίας των συμβόλων εξόδου, H(Y).

3. Να υπολογιστεί η αβεβαιότητα H(Y/X).

4. Να υπολογιστεί η χωρητικότητα του καναλιού.
(Υπόδειξη: η πράξη u (mod p) δίνει το υπόλοιπο της διαίρεσης του u δια του p. Για παράδειγμα, 7mod7=0, 8mod7=1, 9mod7=2, 10mod7=3, 11mod7=4, κ.ο.κ.)
Απάντηση

1. Για την κατάρτιση του πίνακα μετάβασης του καναλιού πρέπει να προσδιορίσουμε τις δεσμευμένες πιθανότητες των συμβόλων της εξόδου του καναλιού δεδομένων των συμβόλων της εισόδου. Στην περίπτωση μας, η επενέργεια του θορύβου αναπαριστάται με την τυχαία μεταβλητή Ζ, της οποίας οι τιμές προστίθενται (mod3) στο μεταδιδόμενο σύμβολο εισόδου. Έτσι, κατά τη μετάδοση του συμβόλου x0,  σε αυτό θα προστεθεί η τιμή z0 με πιθανότητα (1/2) και στην έξοδο του καναλιού θα ληφθεί το σύμβολο y0, ενώ με πιθανότητα (1/4) θα προστεθεί το z1 και στην έξοδο του καναλιού θα ληφθεί y1, αφού 0+1 (mod3)=1 και με πιθανότητα (1/4) θα προστεθεί το z2 και στην έξοδο του καναλιού θα ληφθεί y2, αφού 0+2 (mod3)=2. Δηλαδή, p(y0/x0)=1/2, p(y1/x0)=1/4 και p(y2/x0)=1/4. Κατά ανάλογο τρόπο προσδιορίζουμε και τις λοιπές δεσμευμένες πιθανότητες, δηλαδή  p(y0/x1)=1/4, p(y1/x1)=1/2 και p(y2/x1)=1/4 και p(y0/x2)=1/4, p(y1/x2)=1/4 και p(y2/x2)=1/2. Οι πιθανότητες αυτές περιέχονται στον ακόλουθο πίνακα μετάβασης του καναλιού: 

[image: image30.wmf].
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2.  Πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τις πιθανότητες λήψης των κωδικών συμβόλων yj, j=0, 1, 2.  Είναι 

p(y0)= p(y0,x0)+p(y0,x1)+p(y0,x2)= p(x0)p(y0/x0) + p(x1)p(y0/x1)+ p(x2) p(y0/x2)=a(0,5)+(2/3-a)(1/4)+(1/3)(1/4)=0,25 α + 0,25=3/12(1+α). 

Κατά ανάλογο τρόπο υπολογίζουμε 

p(y1)= p(y1,x0)+ p(y1,x1) + p(y1,x2) = p(x0)p(y1/x0) + p(x1)p(y1/x1)+ p(x2) p(y1/x2)=a(1/4)+(2/3-a)(1/2)+(1/3)(1/4)=0,25 α +2/6-0,5α+1/12=5/12-(3/12)α.

p(y2)= p(y2,x0)+ p(y2,x1)+ p(y2,x2) = p(x0)p(y2/x0) + p(x1)p(y2/x1)+ p(x2) p(y2/x2)=a(1/4)+(2/3-a)(1/4)+(1/3)(1/2)=0,25 α +2/12-0,25α+1/6=1/3.

Από τις πιθανότητες αυτές, των οποίων το άθροισμα είναι 1, υπολογίζουμε τη μέση πληροφορία της εξόδου του καναλιού.

Η(Υ)=-p(y0)log p(y0)-p(y1)logp(y1)-p(y2)log p(y2)=

=-(3/12)(1+α)log((3/12)(1+α))-(1/12(5-3 α))log(1/12(5-3α)) –(1/3)log(1/3)

=0,53-(3/12)(1+α)log((3/12)(1+α))- (1/12(5-3 α))log(1/12(5-3α)).
3. Πρώτα υπολογίζουμε τις συνδυασμένες πιθανότητες των συμβόλων εισόδου και εξόδου του καναλιού (δείτε και το ερώτημα 1).

Είναι p(x0,y0)= p(y0,x0)= p(x0) p(y0/x0)=α(1/2), 

p(x0,y1)= p(y1,x0)= p(x0) p(y1/x0)=α(1/4),

p(x0,y2)= p(y2,x0)= p(x1) p(y2/x0)=a(1/4),

p(x1,y0)= p(y0,x1)= p(x1) p(y0/x1)=(2/3-α)(1/4), 

p(x1,y1)= p(y1,x1)= p(x1) p(y1/x1)=(2/3-α)(1/2),

p(x1,y2)= p(y2,x1)= p(x1) p(y2/x1)= (2/3-a)(1/4),

p(x2,y0)= p(y0,x2)= p(x2) p(y0/x2)=(1/3)(1/4), 

p(x2,y1)= p(y1,x2)= p(x2) p(y1/x2)=(1/3)(1/4),

p(x2,y2)= p(y2,x2)= p(x2) p(y2/x2)=(1/3)(1/2),

Τώρα υπολογίζουμε την αβεβαιότητα του καναλιού

Η(Υ/Χ)=-p(x0,y0)logp(y0/x0) - p(x0,y1)log p(y1/x0) - p(x0,y2)log p(y2/x0) - p(x1,y0)log p(y0/x1)-p(x1,y1)logp(y1/x1) -p(x1,y2)logp(y2/x1) -p(x2,y0)logp(y0/x2) -p(x2,y1)logp(y1/x2) -p(x2,y2)logp(y2/x2) =

-(1/2)a.log(1/2)- (1/4)alog(1/4) -(1/4)alog(1/4) -(2/3-a)(1/4)log(1/4)- (2/3-a)(1/2)log(1/2)-(2/3-a)(1/4)log(1/4)- (1/3)(1/4)log(1/4) – (1/3)(1/4)log(1/4) – (1/3)(1/2)log(1/2)= (1/2)a+ 2(1/4)a +2(1/4)a +2(2/3-a)(1/4)+ (2/3-a)(1/2)+2(2/3-a)(1/4)+2(1/3)(1/4)+2(1/3)(1/4)+(1/3)(1/2)=(18/12)=1,5.

4. Για τον προσδιορισμό της χωρητικότητας του καναλιού θα πρέπει να βρούμε τις πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων της εισόδου, για τις οποίες μεγιστοποιείται η αμοιβαία πληροφορία μεταξύ της εισόδου και της εξόδου του καναλιού, δηλαδή την τιμή α.
Είναι  
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Η συνάρτηση αυτή μεγιστοποιείται όπως γνωρίζουμε για την τιμή του a που μηδενίζει την πρώτη της παράγωγο. Επομένως,
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Θέτοντας ανωτέρω την τιμή αυτή του a, λαμβάνουμε τη χωρητικότητα του καναλιού 

C=0,086 bits/symbol.

ΘΕΜΑ 5

1. Στο πλαίσιο της παραγωγής ενός αναλογικού σήματος από μία γεννήτρια χαμηλών συχνοτήτων και της διέλευσης του συγκεκριμένου σήματος από ένα κανάλι, να διερευνήσετε το παρακάτω πρόβλημα:

Ενα αναλογικό σήμα έχει εύρος ζώνης 4 KHz. Το σήμα δειγματολείπται κατά 2.5 φορές του Ρυθμού Nyquist και κάθε δείγμα κβαντίζεται ισοπίθανα σε 256 βήματα (steps ή διαφορετικές τιμές). Υποθέτουμε ότι οι διαδοχικές δειγματοληψίες είναι στατιστικά ανεξάρτητες. Να υπολογισθούν:

α. Ο Ρυθμός Πληροφορίας της Πηγής

β. Είναι δυνατόν η πληροφορία της πηγής να μεταδοθεί χωρίς σφάλματα σε ένα κανάλι με εύρος ζώνης 50KHz και Λόγο Σήματος πρός Θόρυβο (S/N) να είναι ίσος με 23 dB?

2. Η οθόνη μιας ασπρόμαυρης τηλεόρασης αποτελείται από 
[image: image14.wmf]5

10
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´

στοιχεία, καθένα των οποίων, λαμβάνει 10 διαφορετικές αποχρώσεις, ισοπίθανα. Υποθέτουμε ότι:

· Ο ρυθμός μετάδοσης είναι 30 Πλαίσια εικόνας σε χρόνο 1 sec.

· Ο Λόγος Σήματος προς Θόρυβο (S/N) είναι 30 dB
Να υπολογισθεί το εύρος ζώνης συχνοτήτων που απαιτείται για να υποστηριχθεί η μετάδοση του τηλεοπτικού (video) σήματος.

(Υπόδειξη: ισχύει 
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, όπου C η χωρητικότητα του καναλιού, W το εύρος ζώνης και (S/N) ο λόγος σήματος προς θόρυβο.)
Απάντηση
1.α

Εντροπία Πηγής: 
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Σημειώνεται ότι: 
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Ο Ρυθμός Δειγματοληψίας, είναι: 
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Ο Ρυθμός Πληροφορίας, είναι: 
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Επειδή: 
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η πληροφορία μεταδίδεται χωρίς σφάλματα (errors).

Εντροπία Πηγής: 
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Ο Ρυθμός Πληροφορίας, είναι: 
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Επομένως:

[image: image24.wmf](
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ΘΕΜΑ 6
Το αλφάβητο μιας πηγής αποτελείται από 6 σύμβολα με πιθανότητες εμφάνισης οι οποίες δίδονται από τον παρακάτω πίνακα

	α
	β
	Γ
	δ
	ε
	ζ

	0.31
	0.18
	0.21
	0.08
	0.17
	0.05


1). Να βρείτε έναν βέλτιστο και μοναδικά αποκωδικοποιήσιμο δυαδικό κώδικα για την παραπάνω πηγή συμβόλων 
2) Βρείτε το μέσο μήκος των κωδικών λέξεων του βέλτιστου κώδικα. 
3) Χωρίς να κάνετε πράξεις να αιτιολογήσετε αν το μέσο μήκος που βρήκατε από το ερώτημα (2) είναι μεγαλύτερο, μικρότερο ή ίσο από την εντροπία της πηγής. 
4) Αν υποθέσουμε ότι η πηγή είναι χωρίς μνήμη και ότι παράγει μηνύματα μήκους τεσσάρων συμβόλων να υπολογίσετε τα μηνύματα με το μεγαλύτερο και το μικρότερο πληροφοριακό περιεχόμενο. 

(Για τις αριθμητικές πράξεις χρησιμοποιείστε τις παρακάτω τιμές των λογαρίθμων: log0.31(-1.69, log0.18(-2.47, log0.21(-2.25, log0.08(-3.64, log0.17(-2.56, log0.05(-4.32)

Απάντηση
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0.21

0.18

0.17

α

γ

β

ε

0.08

0.05

0

1

δ

ζ

0.31

0.21

0.18

0.17

0.13

0.31

0.21

0.18

0.30

0.31

0.39

0.30

0.61

0.39

1

0

1

0

1

0

1

1

0


Η κωδικοποίηση κατά Huffman δημιουργεί βέλτιστους κώδικες και με βάση το παραπάνω σχήμα έχουμε ότι το αλφάβητο της πηγής έχει ως βέλτιστα μήκη τα παρακάτω

	α
	00

	β
	11

	γ
	10

	δ
	0110

	ε
	010

	ζ
	0111


Το μέσο μήκος κωδικής λέξης σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα δίνεται από τη σχέση
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και αυτό είναι το βέλτιστο μέσο μήκος της κάθε κωδικής λέξης

Γνωρίζουμε από το θεώρημα κωδικοποίησης πηγής (βλ. θεώρημα 2.1, σελ. 55 του βιβλίου) ότι Η(X)≤ L. Επίσης επειδή οι πιθανότητες εμφάνισης των συμβόλων δεν είναι δυνάμεις του 2 τότε το L>H(X). 
Γνωρίζουμε ότι όσο πιο μικρή είναι η πιθανότητα εμφάνισης ενός γεγονότος τόσο πιο μεγάλο είναι το πληροφοριακό περιεχόμενο του γεγονότος και αντίστροφα όσο πιο μεγάλη είναι η πιθανότητα εμφάνισης τόσο μικρότερη είναι η πληροφορία που μεταφέρει. Άρα για τα μηνύματα μήκους 4 συμβόλων ψάχνουμε να βρούμε εκείνα με την μικρότερη και μεγαλύτερη πιθανότητα εμφάνισης. Με δεδομένο ότι η πηγή είναι χωρίς μνήμη και τα σύμβολα α και ζ είναι εκείνα με την μεγαλύτερη και μικρότερη πιθανότητα εμφάνισης αντίστοιχα τότε από όλα τα μηνύματα μήκους 4 συμβόλων τα μηνύματα αααα και ζζζζ έχουν την μεγαλύτερη και μικρότερη πιθανότητα εμφάνισης με τιμές 0,00923521 και 0,00000625, αντίστοιχα. Το μήνυμα αααα έχει πληροφοριακό περιεχόμενο Η(0,00923521)=6,76 bits και το μήνυμα ζζζζ Η(0,00000625)=17,29 bits
Κριτήρια αξιολόγησης:

	ΘΕΜΑ 1
	12
	

	Ερώτημα 1
	
	4

	Ερώτημα 2
	
	4

	Ερώτημα 3
	
	4

	ΘΕΜΑ 2
	13
	

	Ερώτημα 1
	
	5

	Ερώτημα 2.i
	
	3

	Ερώτημα 2.ii
	
	5

	ΘΕΜΑ 3
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	5

	Ερώτημα 2
	
	5

	Ερώτημα 3
	
	5

	Ερώτημα 4
	
	5

	ΘΕΜΑ 4
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	5

	Ερώτημα 2
	
	5

	Ερώτημα 3
	
	5

	Ερώτημα 4
	
	5

	ΘΕΜΑ 5
	15
	

	Ερώτημα 1.α
	
	5

	Ερώτημα 1.β
	
	5

	Ερώτημα 2
	
	5

	ΘΕΜΑ 6
	20
	

	Ερώτημα 1
	
	5

	Ερώτημα 2
	
	5

	Ερώτημα 3
	
	5

	Ερώτημα 4
	
	5

	ΣΥΝΟΛΟ
	100
	


Ο συνολικός βαθμός θα διαιρεθεί δια 10, ώστε να προκύψει ο τελικός βαθμός της εργασίας.

Τρόπος – Ημερομηνία Παράδοσης

1. Η εργασία σας θα πρέπει να έχει αποσταλεί στον Καθηγητή-Σύμβουλό σας μέχρι την Κυριακή 9 Απριλίου 2006, ώρα 23:59.
2. Περιμένουμε όλες οι εργασίες να σταλούν μέσω Ηλεκτρονικού Ταχυδρομείου (e-mail) και να είναι γραμμένες σε επεξεργαστή κειμένου (π.χ. MS-Word). 
3. Την Παρασκευή 14 Απριλίου 2006 θα δημοσιευθεί ενδεικτική απάντηση για την επίλυση της εργασίας στο site της Θ.Ε. στο Διαδίκτυο, http://edu.eap.gr/pli/pli22/students.htm.
Καλή Επιτυχία!!!
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