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	ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ



Θ.Ε. ΠΛΗ22 (2005-06)

1η Γραπτή Εργασία - Λύσεις
ΘΕΜΑ 1

Να σχεδιασθούν τα παρακάτω σήματα

α. x(t)=2u(t+1)-3u(t-1)+u(t-2)

β. y(t)=u(3t+2)-2u(3-t)

γ. z(t)=u(t+2)-u(t-1)
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
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ΘΕΜΑ 2

Δίνονται τα περιοδικά σήματα:
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α. Να βρεθεί η περίοδος των x1(t) και x2(t).

β. Να βρεθεί η περίοδος του γινομένου y(t)=x1(t)x2(t).

γ. Να παρασταθεί γραφικά το μονόπλευρο και το αμφίπλευρο φάσμα του σήματος z(t)=x2(t)-2.

δ. Nα ευρεθεί και να σχεδιαστεί ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος w(t)=(x1(t))2.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

α. Το x1(t) είναι ημιτονικό περιοδικό με περίοδο 
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Το x2(t) είναι άθροισμα ημιτονικών περιοδικών  με περιοδους 
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οπότε (εφόσον και ο λόγος τους είναι ρητός) η περίοδος του x2(t) θα ισούται με  
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β. 
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Είναι άθροισμα σταθερού όρου με ημιτονικά περιοδικά με περιόδους 
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(ολοι ρητοί άρα και τα επιμέρους πηλίκα ρητά) άρα η περίοδος του y(t) θα ισούται με 
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γ. 
[image: image8.wmf](

)

(

)

2

2

3

2

sin

12

cos

2

)

(

2

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

-

=

p

p

p

t

t

t

x

t

z


Συχνότητα 1ου όρου: 
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Συχνότητα 2ου όρου: 
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Ο τρίτος όρος είναι σταθερός.

Μονόπλευρο Φάσμα
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Αμφίπλευρο Φάσμα
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δ. 
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Εφόσον 
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Είναι, 
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ΘΕΜΑ 3

Να βρεθεί (α) ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος  
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Επίσης να σχεδιασθεί το αμφίπλευρο και μονόπλευρο φάσμα του y(t). 

Υπόδειξη : Το (α) ερώτημα να λυθεί με τη θεωρία μετατόπισης φάσματος  και θεωρώντας ότι ισχύει 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

 (α) Γνωρίζουμε από τις ταυτότητες Euler ότι 
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, οπότε συνδυάζοντας τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier θα έχουμε
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Για να μπορέσουμε να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα, θα χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό της συνάρτησης δέλτα αλλά και την ιδιότητα της συμμετρίας. Οπότε 
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Επομένως 
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Από την ιδιότητα του δυϊσμού γνωρίζουμε ότι     
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Όμως  
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 και επομένως με αλλαγή μεταβλητής θα έχουμε 
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Επίσης η συνάρτηση δέλτα είναι άρτια συνάρτηση, οπότε

Επομένως 
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Κατ΄αναλογία, εφαρμόζοντας τον προηγούμενο τύπο στην συνάρτηση Χ(f) και θεωρώντας και την ιδιότητα της μετατόπισης θα έχουμε το ακόλουθο
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(β) Εφαρμόζοντας τις αριθμητικές τιμές στην δοσμένη εξίσωση θα έχουμε 
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Οπότε ο μετασχηματισμός Fourier θα δίνεται ως
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Εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό Fourier και γνωρίζοντας το αποτέλεσμα του (α) θα έχουμε
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Το αμφίπλευρο φάσμα του δίνεται αμέσως παρακάτω
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Το μονόπλευρο φάσμα , σύμφωνα με την παράγραφο 2.2.2 θα δίνεται από συντελεστές που είναι διπλάσιοι από τους αντίστοιχους του αμφίπλευρου φάσματος
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ΘΕΜΑ 4
α. Βρείτε το ΜΣ Fourier του μισού συνημιτονικού παλμού που φαίνεται στο σχήμα (a).
β. Βρείτε το ΜΣ Fourier του μισού ημιτονικού παλμού που φαίνεται στο σχήμα (b).
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(Υπόδειξη: Ισχύει η σχέση 
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γ. Υπολογίστε το ΜΣ Fourier μιας εκθετικά αποσβενυόμενης ημιτονικής κυματομορφής που ορίζεται ως:
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

α. Γνωρίζουμε ότι ο ΜΣ Fourier τετραγωνικού παλμού διάρκειας Τ και πλάτους 1 
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είναι:
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Ο παλμός του σχήματος (a) μπορεί να θεωρηθεί ως το γινόμενο ενός τέτοιου τετραγωνικού παλμού και ενός ημιτονικού σήματος Αcos(πt/Τ). Γνωρίζουμε επίσης ότι:

[image: image41.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

T

f

T

f

A

T

t

A

F

2

1

2

1

2

cos

d

d

p


Επομένως,
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Χρησιμοποιώντας την υπόδειξη:
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β. Μπορούμε να πάρουμε τον παλμό του μισού ημιτονικού σήματος του σχήματος (b) αν ολισθήσουμε τον παλμό του μισού συνημιτονικού σήματος του σχήματος (a) κατά Τ/2. Επομένως σε αυτή την περίπτωση, εφαρμόζοντας την ιδιότητα της χρονικής  ολίσθησης του ΜΣ Fourier:
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γ. Χρησιμοποιούμε τη σχέση 
[image: image45.wmf][
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 και έτσι παίρνουμε:
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Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της ολίσθησης συχνότητας στο ζευγάρι ΜΣ Fourier 
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, έχουμε:
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ΘΕΜΑ 5
Να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Πρώτα υπολογίζω το
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Έπειτα 
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Ο όρος  Ι1=
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Ο όρος  Ι2=
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Ο όρος  Ι3=
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Άρα Ι1+Ι2-Ι3=
[image: image55.wmf]2
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ΘΕΜΑ 6
  Δίδεται το σήμα 
[image: image56.wmf]2
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που είναι είσοδος σε βαθυπερατό φίλτρο με συνάρτηση μεταφοράς 
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 και με μέγιστη συχνότητα αποκοπής ω0. Για ποια τιμή του ω0 η ισχύς του σήματος εξόδου ισούται με 4 Joule;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Γνωρίζουμε από πίνακες μετασχηματισμών ότι αν 
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Σύμφωνα με την ιδιότητα συμμετρίας του μετασχηματισμού 
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. Συνεπώς, εφόσον 
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Στο πεδίο συχνότητας, η έξοδος του φίλτρου Υ(ω) θα δίνεται από 
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Από το θεώρημα του Parseval, η ενέργεια εξόδου θα δίνεται από 
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Λαμβάνοντας υπ΄όψη τη συμμετρία του φάσματος x(ω) και του Η(ω), η ενέργεια δίνεται από τη σχέση:
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Άρα θα πρέπει 
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ΘΕΜΑ 7
Θεωρείστε το σήμα 
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. Το σήμα αποστέλλεται μέσω ενός  γραμμικού και αμετάβλητου κατά την μετατόπιση συστήματος (LTI) με κρουστική απόκριση 
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 και μηδενική εκτός αυτού του διαστήματος. Έστω 
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 η έξοδος του LTI συστήματος Υπολογίστε:

1. Τον Fourier μετασχηματισμό του  
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2. Την συνάρτηση μεταφοράς  
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του γραμμικού συστήματος σχεδιάζοντας το διάγραμμά της

3. Το σήμα εξόδου
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ

1) Είναι  F(cos(w0 t)) = π (δ(w-w0) + δ(w+w0)) και F(cos(2π f0 t)) = (½) (δ(f-f0) + δ(f+f0)) (όπως προκύπτει από τα τυπολόγια του μ/σ 
Fourier (π.χ «Αναλογικές και Ψηφιακές Επικοινωνίες», εκδόσεις Τζιόλα, σειρά Schaum είτε το τυπολόγιο του web site της ΠΛΗ 22) 
=>

X(f) = 10 (1/2) {δ(f-f1)+δ(f+f1)} +  5 (1/2) {δ(f-2 f1)+δ(f+ 2 f1)} =       5 {δ(f-f1)+δ(f + f1)} +           2.5  {δ(f -2 f1)+δ(f + 2 f1)}.                        





( σχέση 1)

Κατά συνέπεια το αντίστοιχο φάσμα είναι

2) Από την εκφώνηση γνωρίζουμε ότι η κρουστική απόκριση του συστήματος είναι ένας τετραγωνικός παλμός, ο εξής
Επίσης από το βιβλίο του ΕΑΠ «Ψηφιακές επικοινωνίες», της θεματικής ενότητας ΠΛΗ22, γνωρίζουμε (βλέπε σελίδα 56) τις έννοιες γραμμικό και αμετάβλητο κατά την χρονική μετατόπιση σύστημα καθώς και συνάρτηση μεταφοράς συστήματος. 

Έχουμε ότι H(f), που είναι o μ/σ Fourier της h(t), δίδεται από την σχέση
H(f) = sin(π f  )/(π f)  e(-j 2 π f T/2) , όπου T το πλάτος του παλμού
διότι από την άσκηση αυτοαξιολόγησης 2.4 (σελ. 179), αν αντικαταστήσετε 2 α =1 (ms) όσο δηλ. είναι το πλάτος του τετραγωνικού παλμού μας h(t), τότε προκύπτει H(f) = sin(π f  )/(π f) sin(π f t )/(π f). Αν όμως λάβετε υπόψη την ιδιότητα της χρονικής καθυστέρησης του μ/σ  Fourier (όπως προκύπτει από τα τυπολόγια του μ/σ 
Fourier (π.χ «Αναλογικές και Ψηφιακές Επικοινωνίες», εκδόσεις Τζιόλα, σειρά Schaum είτε το τυπολόγιο του web site της ΠΛΗ 22), τότε με μετατόπιση χρονική T/2 = α = 1ms /2  (όπως φαίνεται και στο σχήμα ανωτέρω)  προκύπτει ότι 

H(f) = sin(π f  )/(π f)  e(-j 2 π f T/2) =  sin(π f  )/(π f)  e(-j π f )  



( σχέση 2)
=>  | H(f) |2 =  sin2(π f  )/(π f)2  και κατά συνέπεια το αντίστοιχο σχεδιάγραμμα του φάσματος πλάτους της h(t) εις το τετράγωνο είναι


σε αντιστοιχία με το σχήμα 2.16β (σελ. 179) του βιβλίου.

3)  Είναι γνωστό (σελ. 56, βιβλίο του ΕΑΠ «Ψηφιακές επικοινωνίες», της θεματικής ενότητας ΠΛΗ22 ) ότι 

Y(f) =  H(f) X(f) = (βάσει των ευρεθέντων ανωτέρω, σχέσεις 1 και 2)  =
= 5 {δ(f-f1)+δ(f + f1)} sin(π f  )/(π f)  e(-j π f )  +  2.5  {δ(f -2 f1)+δ(f + 2 f1)} sin(π f  )/(π f)  e(-j π f )  Το σήμα y(t) = αντίστροφος μ/σ Fourier {Y(f)} = 
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 = λόγω της γνωστής ιδιότητας της συνάρτησης δ(t) (σελ. 61 βιβλίου ΕΑΠ) 
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= 

 5 { sin(π f1  )/(π f1)  e(j 2 π f1 t -j π f1 )+ sin(-π f1  )/(-π f1)  e(-j 2 π f1 t + j π f1 )} +         

2.5 { sin(π 2f1  )/(π 2 f1)  e(j 4 π f1 t - j π  2f1 )+ sin(-π 2 f1  )/(-π  2 f1)  e(-j 4 π f1 t + j π 2 f1 )} = 

5 { sin(π f1  )/(π f1) ( e(j π f1 (2t -1)) + e(-j π f1 (2t-1)))} + 
2.5 { sin(π  2 f1  )/(π 2 f1) ( e(j π  2 f1 (2t-1)) + e(-j π 2 f1 (2t-1)))} = 

 5 { sin(π  f1  )/(π f1) 2 cos(π  f1 (2t-1))} + 2.5 { sin(π  2 f1  )/(π 2 f1) 2 cos(π 2 f1 (2t-1))} =

10/(π f1) { sin(π  f1  ) cos(π  f1 (2t-1))} + 5/(π 2 f1) { sin(π  2 f1  ) cos(π 2 f1 (2t-1))}
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