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8  ΟΡΙΣΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ
8.1  Ορισµοί

 Έστω ότι η  f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα a ≤ x ≤ b. Αν το διάστηµα αυτό 
χωρισθεί σε n ίσα υποδιαστήµατα µε µήκος ∆x = (b − a)/n, το ορισµένο ολοκλήρωµα 
της  f (x) από το x = a έως το x = b ορίζεται µε τη σχέση
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Αν η f (x) είναι τµηµατικά συνεχής (συνεχής σε υποδιαστήµατα του διαστήµατος 
ολοκλήρωσης), το όριο υπάρχει.

 Αν f x d
dx g x( ) ( )= , τότε σύµφωνα µε το θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού 

λογισµού είναι
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 Αν το διάστηµα είναι άπειρο ή αν η f (x) έχει ένα ανώµαλο σηµείο στο διάστηµα 
ολοκλήρωσης, το ορισµένο ολοκλήρωµα λέγεται γενικευµένο ολοκλήρωµα και 
µπορεί να ορισθεί κατάλληλα µε όρια. Έτσι π.χ. είναι
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 αν b είναι ένα ανώµαλο σηµείο
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 αν a είναι ένα ανώµαλο σηµείο

 Η πρωτεύουσα τιµή του Cauchy (που µπορεί να υπάρχει ακόµα και όταν 
το γενικευµένο ολοκλήρωµα δεν υπάρχει) ενός γενικευµένου ολοκληρώµατος 
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c στο εσωτερικό του διαστήµατος ολοκλήρωσης η πρωτεύουσα τιµή του Cauchy 
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8.2  Γενικοί Κανόνες και Ιδιότητες
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Αυτό είναι το θεώρηµα της µέσης τιµής για ορισµένα ολοκληρώµατα και ισχύει, αν 
η f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα a ≤ x ≤ b.
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Η σχέση αυτή αποτελεί γενίκευση του θεωρήµατος της µέσης τιµής και ισχύει, αν οι  
f (x) και g(x) είναι συνεχείς στο a ≤ x ≤ b και g(x) ≥ 0.
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[κανόνας του

Leibnitz]
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Αυτό είναι το ολοκλήρωµα του Frullani και ισχύει, αν η f '(x) είναι συνεχής και το  
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8.3  ∆ιάφορα Ολοκληρώµατα

Με αλγεβρικές συναρτήσεις

x x dx x x
x

dx m n
m n mm n

m n

m n( )
( )

( ) ( )
( ) , ,1

1
1 1

2 120

1
− = +

+
= + +

+ + > −+ +∫ G G
G

nn > −∫0

1

x dx
x n n

n
n

n

1 1 2 1 1
2

1
3

1 1 2
0

1

+ = − − + − + + −





=∫ ( ) ln ( ) , , ," …

x dx
x

l

l
p
l p

l
( ) sin( ) ,
1 1 1 010

1

−
= + − < <+∫

dx
a x

a

2 20 2−
=∫ p

a x dx aa
2 2

0

2

4− =∫ p

x a x dx a m n p
n m n p

m n n p
a m np

( ) [( ) / ] ( )
[( ) / ]− = + +

+ + +∫
+ +

0

1 1 1
1 1

G G
G

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )a x a x dx a m n
m n

m n

a

a
m n+ − = +

− −

−

+ −∫ 1 1 12 G G
G

dx
x a a2 20 2+

=
∞

∫ p

x dx
x

l p
l p

l1 1 1 0
0 + = + − < <
∞

∫ sin( ) ,

x x dx
p m

n
n m

n p
m n pm n p( )

( )
, , ,1

1 1

1 1
1 0 1

0

1
− =

+ +( )
+ + +( ) > − > > −∫

G G

G

x dx
x a

a
n m n m n

m

n n

m n

+
= + < + <

∞ + −

∫0

1

1 0 1p
psin[( ) / ] ,



4 SECTION
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Με τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Όλα τα γράµµατα-σύµβολα θεωρούνται θετικά εκτός αν δηλωθεί το αντίθετο.
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Με εκθετικές συναρτήσεις
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 [Γ(x) η συνάρτηση γάµα]
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 [Γ(x) η συνάρτηση γάµα, ζ(x) η συνάρτηση ζήτα του Riemann]
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 [Γ(x) η συνάρτηση γάµα, ζ(x) η συνάρτηση ζήτα του Riemann]

dx
xx0

1

1 2 3 4
1
1

1
2

1
3

1
4

1 2912859970627∫ = + + + + =" ….

e bx dx b
a b

aax−
∞

∫ =
+

>sin ,
0 2 2 0

e bx dx a
a b

aax−
∞

∫ =
+

>cos ,
0 2 2 0

xe bx dx ab
a b

aax−
∞

∫ =
+

>sin
( )

,
0 2 2 2

2 0

xe bx dx a b
a b

aax−
∞

∫ = −
+

>cos
( )

,
0

2 2

2 2 2 0

e bx
x dx b

a a
ax−∞

−∫ = >sin tan ,
0

1 0

x e bx dx p p
a b

a b p
b

a b

p ax
p

− −
∞

−∫ =
+

>

=
+

1

0 2 2 2 1
2

0
sin ( )sin

( )
,

, ,

sin/
G u

u
22

1
2 2

=
+






−cos a

a b

x e bx dx p p
a b

a p
b

a b

p ax
p

− −
∞

−∫ =
+

>

=
+

=
1

0 2 2 2 1
2 2

0
cos ( )cos

( )
,

,

sin/
G u

u ccos−

+






1

2 2
a

a b

e bx c dx a c b c
a b

aax−
∞

+ = +
+

>∫ sin( ) sin cos ,
0 2 2 0

e bx c dx a c b c
a b

aax−
∞

+ = −
+

>∫ cos( ) sin cos ,
0 2 2 0



SECTION 11
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2 0

e bx cx dx b a b c
a b c a b c

aax−
∞

∫ = + −
+ − + +

>sin cos ( )
[ ( ) ][ ( ) ]

,
0

2 2 2

2 2 2 2 0

e bx cx dx b a b c
a b c a b c

aax−
∞

∫ = + +
+ − + +

>cos cos ( )
[ ( ) ][ ( ) ]

,
0

2 2 2

2 2 2 2 0

sin coth ,px
e

dx a
p
a p a pax −

= − > >
∞

∫ 1 2
1

2 0
0

p p

sin
sinh( / ) ,px

e
dx p a p a a pax +

= − > >
∞

∫ 1
1

2 2 0
0

p
p

e e
x pxdx b p

a p
ax bx− −∞ − = +

+




∫ cos ln

0

2 2

2 2
1
2

e e
x px dx b

p
a
p

ax bx− −∞
− −− = −∫ sin tan tan

0

1 1

e x
x

dx a a a
ax−∞

−− = − +∫ ( cos ) cot ln( )1
2 120

1 2

e
x bx dx a b

a
a

ax−∞
− = + >∫ ( cos ) ln ,1 1

2 0
0

2 2

2

e
x bx cx dx a c

a b
a

ax−∞
− = +

+
>∫ (cos cos ) ln ,

0

2 2

2 2
1
2 0

e dx a aax−
∞

∫ = >2

0

1
2 0p ,

xe dx a aax−
∞

∫ = >2

0

1
2 0,

e bx dx a e aax b a−
∞

−∫ = >2 2

0

41
2 0cos ,/p

1 0
2

20

− = >
−∞

∫ e
x

dx a a
ax

p ,
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e dx a e b
a

ax bx c b ac a− + +
∞

−∫ = ( )( ) ( ) /2 2

0

4 41
2 2

p erfc ,         erfc( )z e dxx

z
= −

∞

∫2 2

p
,  a > 0

e dx a eax bx c b ac a− + +
−∞

∞ −∫ =( ) ( ) /2 2 4 4p

e dx a e a bax b x ab− +
∞

−∫ = > >( / ) , ,2 2

0

21
2 0 0p

e e
x dx

x x− −∞ − =∫
2

0

1
2 g             [γ ο αριθµός του Euler]

x e dx

n
a a p n n a

n
a

p ax

n n

n
−

∞

+

+∫ =

⋅ ⋅ − = = >

2

0

1

1

1 3 5 2 1
2

2 1 2 0

2

" …( ) , , , , ,

! ,

p

pp n n a

a p p ap

= + = >

+





> − >











 − +

2 1 1 2 0

1
2

1
2 1 01 2

, , , ,

, ,( ) /

…

G

x e dx
qa

p
q a p qp ax

p
q−

∞

+∫ = +





> > − >( ) , , ,
0 1

1 1 0 1 0G

Με λογαριθµικές συναρτήσεις

ln ( )x
x dx1 3 1 240

1 2

± = − ±∫ p

ln
( )

lnx
x

dx
1

220

1

+
= −∫

ln .x
x

dx G
1

1
1

1
3

1
5

1
7

0 915965594220

1

2 2 2 2+
= − − + − +





= − = −∫ " …

ln lnx
x

dx
1 2 2

20

1

−
= −∫ p

x x
x

dxln ln
1

1 2
20

1

−
= −∫
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(ln ) ( ln )x x dx1 8 1 2 22

0

1
− = − +∫ p

(ln ) ln( ) lnx x dx1 2 2 2 120

1 2
+ = − −∫ p

(ln ) ln( )x x dx1 2 60

1 2
− = −∫ p

ln ln x dx
0

1

∫ = −g

x x dx
p

pp ln
( )

,
0

1

2
1
1

1∫ = −
+

> −

( ln ) ( ),− = + > −∫ x dx p pp

0

1
1 1G

x x
x dx p p

p p
p−

+ = − < <∫
1

0

1
2

1 0 1ln cot
sin

p
p

x x
x dx

k
n

n
n n

k

k

nln ( ) ( ) ( ) , , ,1 1 12 1 1 1 2
0

1
1

2
1

2
1+ = − + − − =∫ + +

=
∑p …

x x
x dx

k
n

n

k

nln , , ,1 6
1 1 2

0

1 2

2
1− = − + =∫

=
∑p …

x x dx n k nn

k

n
ln( ) , , , ,1 1

1
1 0 1 2

0

1

1

1
− = −

+ =∫
=

+

∑ …

x x dx
n k n

n

n

k

k

n

ln( )

ln ( ) , , , ,

(
1

1
1 2 2 1 0 2 4

1
1

0

1 1

1

+ =
+ + −





=

+

∫
=

+

∑ …

−− =











−

=

+

∑ 1 1 3 5
1

1

1 ) , , , ,
k

k

n

k n …

ln( ) ( ) ,1 1 3 24 0
0

1 2± = − ± >∫ x
x dx p p

p p
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x x dx

n
p

p q n

q
p

p

p q

n

q

( ln )

!
( )

, , , , ,

( )
( )

,
− =

+
> − = =

+
+

∫
+

+

0

1
1

1

1
1 0 1 2

1
1

…

G >> − > −








 1 1, q

x x
x dx p

q p q
p q− = +

+ > − > −∫ ln ln , ,
0

1 1
1 1 1

x q x dx q
p q

pp−∫ = −
+

>1

0

1

2 2 0sin( ln ) ,

x q x dx p
p q

pp−∫ =
+

>1

0

1

2 2 0cos( ln ) ,

ln(sin ) ln(cos ) ln
/ /

x dx x dx
0

2

0

2

2 2
p p p∫ ∫= = −

[ln(sin )] [ln(cos )] (ln )
/ /

x dx x dx2

0

2
2

0

2
2

3

2 2 24
p p p p∫ ∫= = +

x x dxln(sin ) ln
0

2

2 2
p p∫ = −

(sin ) ln(sin ) (cos ) ln(cos ) ln
/ /

x x dx x x dx
0

2

0

2
2 1

p p

∫ ∫= = −

ln( sin ) ln( cos ) lna b x dx a b x dx a a b+ = + = + −( )∫ ∫0

2

0

2
2 22

p p

p

ln( cos ) ln ,a b x dx a a b a b± = + −





≥ >∫0

2 2

2 0
p

p

ln( cos )
ln ,

ln ,
a ab x b dx

a a b

b b a
2 2

0
2

2 0

2 0
± + =

≥ >

≥ >



∫

p p

p

ln( cos ) ln ln .
/

1 2 2 2 2 2 1 8319311884
0

2
± = − ± = − ±∫ x dx G

p p p …



SECTION 15

ln( tan ) ln
/

1 8 2
0

4
+ =∫ x dx

p p

ln( tan ) ln ln .
/

1 2 2 2 2 0 9159655942
0

2
+ = + = +∫ x dx G

p p p

ln( tan ) ln ln .
/

1 8 2 8 2 0 4579827971
0

4
− = − = −∫ x dx G

p p p …

ln( cos ) ln( cos )
cos (cos ) (cos )

/ 1 1 1
20

2
1 2 1 2+ − + = −{ }∫ − −b x a x

x dx a b
p

ln(sin ) ln ln .
/

x dx G
0

4

4 2 2 4 2 0 4579827971
p p p∫ = − − = − − …

ln(cos ) ln ln .
/

x dx G
0

4

4 2 2 4 2 0 4579827971
p p p∫ = − + = − + …

ln sin sin sin sin2 2 1
2

2
3

30 2 2 2
x dx a a aa ( ) = − + + +( )∫ "

ln( sin ) ln( cos ) ln ,
/ /

1 1 1 1
2 12

0

2
2

0

2
+ = + = + + ≥ −∫ ∫p x dx p x dx p p

p p

p

ln( sin cos ) ln , ,
/

a x b x dx a b a b2 2 2 2

0

2

2 0 0+ = + > >∫
p

p

ln( tan ) ln( cot ) ln( ), ,
/ /

a b x dx a b x dx a b a b2 2 2

0

2
2 2 2

0

2
0+ = + = + >∫ ∫

p p

p >> 0

e x dxx−
∞

∫ = −ln
0

g

xe x dxx−
∞

∫ = −ln
0

1 g

x e x dxx2

0
3 2−

∞

∫ = −ln g

e x
x

dx
x−∞

∫ = − +ln ( ln )
0

2 2p g
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e x dxx−
∞

∫ = − +2

0 4 2 2ln ( ln )p g

ln( ) ( )1 1 3 240

2
± = − ±−

∞

∫ e dxx p

ln ln ,x
x a

dx a a a2 20 2 0
+

= >
∞

∫ p

ln( ) ln ln .1
1 4 2 4 2 0 915965594220

+
+

= + = +
∞

∫ x
x

dx Gp p …

x x
x dx

p
p p p

p−∞

± = − ±





< <∫
1

0

2

2
2 2

1 2 2 0 1ln
sin

cos sin ,p
p

p p

ln( )
sin( / ) ,1 010

+ = < <+

∞

∫ x
x

dx q q p q p
p

q
p
p

Με υπερβολικές συναρτήσεις

x dx
ax a

asinh ,
0

2

24
0

∞

∫ = >p

dx
ax a acosh ,= >

∞

∫ p
2 0

0

x dx
ax

G
a a

acosh
. ,= = >

∞

∫ 2 1 8319311884 020 2
…

x dx
ax a

p p a p
p p

p p

−∞

−∫ = − > >
1

0 1
2 1
2

0 1sinh ( ) ( ), ,G z

 [Γ(x) η συνάρτηση γάµα, ζ(x) η συνάρτηση ζήτα του Riemann]

x dx
ax

p
a

a p
p

p p p p

−∞

∫ = − + − +( ) > >
1

0

2 1 1
3

1
5

1
7

0 0cosh
( ) , ,G "

sinh
sin

/ x
x dx

0

2

2
p p∫ =

sin
sinh tanh ,ax

bx dx b
a

b b
0 2 2 0
∞

∫ = >p p
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cos
cosh cosh ,ax

bx dx b
a

b b
0

1

2 2 0
∞ −

∫ = ( ) >p p

sinh
sinh tan ,px

qx dx q
p
q p q

0 2 2
∞

∫ = <p p

cosh
cosh cos( / ) ,px

qx dx q p q p q
0 2 2
∞

∫ = <p
p

sin tanh sinh( / ) ,px qx dx q p q q
0 2 2 0
∞

∫ = >p
p

sin
tanh tanh( / ) ,px

qx dx q p q q
0 2 2 0
∞

∫ = >p
p

sinh
sin( / )

ax
e

dx b a b abx +
= −

∞

∫ 1 2
1

20

p
p

sinh cotax
e

dx a b
a
bbx−

= −
∞

∫ 1
1

2 20

p p


